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अनुच छ्ेद ५१ क 

मूलभूत कत्तव छ्े – प्रत्छेक भारती् नागररकाचछे हछे कत्तव् असछेल की त्ानछे –

(क)	 प्रत य्ेक	 नागरिकानये	 संविधानाचये	 पालन	 किािये.	 संविधानातील	 आदराांचा,	 िाष्ट्रधिज	 ि	
िाष्ट्रगीताचा	 आदि	 किािा.

(ख)	 सिातंत््ाच्ा	 चळिळीला	 प्रयेिणा	 दयेणाऱ्ा	 आदराांचये	 पालन	 किािये.

(ग)	 दयेराचये	 साि्वभौमति,	 एकता	 ि	 अखंडति	 सिुवषित	 ठयेिण्ासाठी	 प्र्तनरील	 असािये.

(घ)	 आपल्ा	 दयेराचये	 िषिण	 किािये,	 दयेराची	 सयेिा	 किािी.

(ङ)	 सि्व	 प्रकािचये	 भयेद	 विसरून	 एकोपा	 िाढिािा	 ि	 बंधुतिाची	 भािना	 जोपासािी.	
स्सरि्ांच्ा	 प्रवतष्येला	 कमीपणा	 आणतील	 अरा	 प्रथांचा	 त्ाग	 किािा.

(च)	 आपल्ा	 सवंमश्र	 संसककृतीच्ा	 िािराचये	 जतन	 किािये.

(छ)	 नैसवग्वक	 प्ा्वििणाचये	 जतन	 किािये.	 सजीि	 प्राण्ांबद्दल	 द्ाबुद्ी	 बाळगािी.

(ज)	 िैज्ावनक	 दृष्ी,	 मानितािाद	 आवण	 वजज्ासूिृतती	 अंगी	 बाळगािी.

(झ)	 साि्वजवनक	 मालमततयेचये	 जतन	 किािये.	 विंसयेचा	 त्ाग	 किािा.

(ञ)	 दयेराची	 उततिोतति	 प्रगती	 िोण्ासाठी	 व्स्तिगत	 ि	 सामूविक	 का्ा्वत	 उच्चतिाची	
पातळी	 गाठण्ाचा	 प्र्तन	 किािा.

(ट)	 ६	 तये	 १४	 ि्ोगटातील	आपल्ा	 पाल्ांना	 पालकांनी	 वरषिणाच्ा	 संधी	 उपलबध	करून	
द्ाव्ात.

भारताचछे संविधान
भाग ४ क

नागररकांची मूलभूत कत्तव छ्े
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शेजारील वित्र ओळखले का ? इवजप्त 
मधील वपरॅवमडिे हे वित्र आहे. इ.स.पूि्व 
3000 या काळात एिढ्ा प्रिंड रिना 
पूिवीचया लोकांनी कशा केलया असतील ? 
स्ापतय शासत्र आवर भूवमती या षिेत्रांमधये 
विकास झालयाखेरीज अशा रिना होऊ शकत 
नाहीत.

भूवमती या नािािरूनि तया शासत्रािा 
उगम समजतो. ‘भू’ महरजे जमीन अावर 
‘वमती’ महरजे मापन. यांिरून जमीन 
मोजणयाचया गरजेतून हा विषय वनमा्वर झाला 
असािा.

अनेक देशांत भूवमतीिा विकास िेगिेगळ्ा काळांत ि िेगिेगळ्ा रिनांसाठी झाला. ्ेलस हा आद्य ग्ीक 
गवरतज्ञ इवजप्तमधये गेला होता तेवहा तयाने वपरॅवमडिी सािली मोजून ि समरूप वत्रकोरांिे गुरधम्व िापरून वपरॅवमडिी 
उिंी ठरिली अशी क्ा आहे. पाय्ागोरस हा ्ेलसिा विद्या्वी होता असेही सावंगतले जाते.

 प्रािीन भारतीयांना देखील भवूमती या विषयािे सखोल ज्ञान होते. िैवदक काळात भारतीय लोक यज्ञकुंडािी 
रिना करणयासाठी भूवमतीय गुरधमायंिा उपयोग करत होते. दोरीचया साहाययाने मापन कसे करािे ि विविध आकार 
कसे तयार करािेत यािा उले्ख शुलिसूत्रात आढळतो. नंतरचया काळात आय्वभट, िराहवमहीर, ब्रह्मगुप्त, 
भासकरािाय्व इतयादी गवरतज्ञांनी या विषयात मोलािी भर घातली.

जाणून घेऊया.

भूवमतीतील मूलभूत संबोध ः वबंदू, रेषा व प्रतल 
(Basic concepts in geometry ः point, line and plane)

जयाप्रमारे आपर संखयांिी वयाखया करत नाही तयाप्रमारे विंदू, रेषा ि प्रतल यांचया वयाखया केलया जात नाहीत. 
भूवमतीतील हे काही मूलभूत सिंोध आहेत. रेषा ि प्रतल हे विंदंूिे संि आहेत. रेषा महरजेि सरळ रेषा असते, हे 
धयानात ठिेा.

• विंदू, रेषा ि प्रतल
• विंदूिे वनददेशक ि अंतर
• दरमयानता

• सशत्व विधाने
• वसद्धता

चला, वशकूया.

1 भूवमतीतील मूलभूत संबोध
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  वबंदूंचे वनददेशक व अंतर  (Co-ordinates of points and distance)
खालील संखयारेषा पाहा. 

0

A DB EC O

1 2 3 4-4 5-5 -1-3 -2

आकृती 1.1
ये्े D हा विंदू रेषिेरील 1 ही संखया दाखितो. महरजे 1 ही संखया विंदू D िा  वनददेेशक आहे असे महरतात. 

B विंदू हा संखयारेषेिर -3 ही संखया दश्वितो महरून विंदू B िा वनददेशक -3 हा आहे. तयािप्रमारे A िा वनददेशक 
-5  ि  E िा वनददेशक 3 आहे. 

D विंदूपासून E विंदू हा 2 एकक अंतरािर आहे महरजेि E ि D या विंदंूमधील अंतर 2 आहे. ये्े एकके मोजून 
आपर दोन विंदंूमधील अंतर काढू शकतो. या संखयारेषेिरील A ि B विंदंूमधील अंतरही 2 आहे. 

आता विंदंूचया वनददेशकांिा उपयोग करून अंतर कसे काढायिे हे पाहू. 
दोन विंदंूमधील अंतर काढरे महरजे तया विंदंूचया वनददेशकापंैकी मोठ्ा वनददेशकातून लहान वनददेशक िजा कररे.
D विंदूिा वनददेशक 1 आहे,   E िा वनददेशक 3 आहे आवर   3 > 1 हे आपलयाला माहीत आहे.

विंदू  E ि D मधील अंतर 3-1 महरजे 2 आहे. 

विंदू E ि D यांमधील अंतर हे d (E,D) असे दश्वितात. हे अंतर महरजेि l(ED), ही रेख ED िी लािंी 
होय.

d (E, D) = 3 - 1 = 2   
\	 l(ED) = 2  
d (E, D) = l(ED) = 2
तसेि d (D, E) =  2

d (C, D) = 1 - (-2)              
       = 1 + 2 = 3
\	d (C, D) = l(CD) = 3 
तसेि d (D, C) =  3

 d(A,B) काढू. A िा वनददेशक  -5 आहे,   B िा वनददेशक -3 आहे   आवर   -3 > -5
\ d (A, B) = -3 - (-5) = -3+5 = 2. 

िरील सि्व उदाहररांत वदसून येते, की दोन वभन्न विंदंूमधील अंतर ही धन संखया असते. तसेि P, Q एकि विंदू 
असतील तर d( P, Q) = 0, हे धयानात घया.

   

हे लक्ात ठेवूया.

•	 दोन विंदंूमधील अंतर हे तयांचया वनददेशकांपैकी मोठ्ा वनददेशकातून लहान वनददेशक िजा केलयािर वमळते. 
•	 कोरतयाही दोन विंदंूमधील अंतर ही ऋरेतर िासति संखया असते. 
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जाणून घेऊया.

  दरमयानता (Betweenness)

 जर P, Q, R हे एकरेषीय वभन्न विंदू असतील तर खाली वदलयाप्रमारे तीन शकयता संभितात.

P P PQ QQRR R
आकृती 1.2

  (i) विंदू Q हा P आवर R यांचया     (ii) विंदू R हा P आवर Q यांचया   (iii) विंदू P हा R आवर Q यांचया
 दरमयान असेल.    दरमयान असेल.   दरमयान असेल.

 जर d (P, Q) + d (Q, R) = d (P, R) असेल तर Q हा विंदू P आवर R चया दरमयान आहे असे  
महरतात. ही दरमयानता P - Q - R अशी दश्वितात. 

उदा (1)  एका संखयारेषेिर A, B आवर C हे विंदू असे आहेत, की d (A, B) = 5, d (B,C) = 11 आवर 
  d (A, C) = 6, तर तयांपैकी कोरता विंदू इतर दोन विंदूंचया दरमयान असेल ?

उकल ः ये्े A, B आवर C यापंैकी कोरता विंदू इतर दोन विंदंूचया दरमयान आहे हे खालीलप्रमारे ठरिता  
येईल. 

  d(B,C) = 11 . . . .  (I)
  d(A,B) + d(A,C)= 5+6 = 11 . . . . (II)
  \	d (B, C) = d (A, B) + d (A, C) . . . . (I) आवर (II) िरून
  महरजे विंदू A हा विंदू B ि विंदू C चया दरमयान आहे.

उदा (2)  एका रसतयािर सरळ रेषेत U, V ि A ही शहरे आहेत. U ि A यांमधील अंतर 215 वकमी,  
V ि A यांमधील अंतर 140 वकमी आवर U ि V यांमधील यांतील अंतर 75 वकमी आहे. तर कोरते 
शहर कोरतया दोन शहरांचया दरमयान आहे ?

उकल ः  d (U,A) = 215;    d (V,A) = 140;    d (U,V) = 75 
  d (U,V) + d (V,A) = 75 + 140  = 215;  d (U,A) = 215

\	d (U,A) =  d (U,V) + d (V,A)
  \ V हे शहर U ि A या शहरांचया दरमयान आहे. 

AB C

65

आकृती 1.3
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उदा (3)  एका संखयारेषेिरील A विंदूिा वनददेशक 5 आहे. तर तयाि रेषेिरील A पासून 13 एकक अंतरािरील 
विंदंूिे वनददेशक काढा.

उकल ः संखयारेषेिर A पासून 13 एकक अंतरािर आकृतीत दाखिलयाप्रमारे A चया डािीकडे T ि उजिीकडे 
D असे दोन विंदू घेऊ.

  

  
  विंदू A चया डािीकडील विंदू T िा वनददेशक 5 - 13 = -8 असेल. 
  विंदू A चया उजिीकडील विंदू D िा वनददेशक 5 + 13 = 18 असेल. 
  \	विंदू A पासून 13 एकक अंतरािरील विंदंूिे वनददेशक -8 अावर 18 असतील.
  पडताळून पाहा ः d (A,D) = d(A,T) = 13

   
  कृती ः

आकृती 1.4

T A
5

5-13 5+13

D
5-8 18

(1) शेजारील आकृतीत वदलेले A, B, C हे विंदू 
 एकरेषीय आहेत का, हे दोरा तारून धरून तपासा. 
 ते एका रेषेत असलयास कोरता विंदू इतर दोन 
 विंदंूचया दरमयान आहे ते वलहा.

(2) शेजारील आकृतीत वदलेले P, Q, R, S हे िार 
 विंदू आहेत. तयांपैकी कोरते तीन विंदू एकरेषीय 
 आहेत ि कोरते तीन विंदू एकरेषीय नाहीत ते 
 तपासा. एकरेषीय असराऱया तीन विंदंूमधील 
 दरमयानता वलहा.

(3) किायतीसाठी मुलांना सरळ ओळींमधये उभे राहणयास सांवगतले आहे. प्रतयेक ओळीतील मुले सरळ  
 रेषेत आहेत का हे कसे तपासाल ?

(4) प्रकाशवकरर एका सरळ रेषेत जातात हे तुमही कसे पडताळले होते ? आधीचया इयततेत केलेला 
 विज्ञानातील प्रयोग आठिा.

A B C

Q

P

R
S
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सरावसंच 1.1
1. खाली वदलेलया संखयारेषेचया आधारे पुढील अंतरे काढा. 

 आकृती 1.5

A B C D EH OQ JP K

-5 -4 -2 31-1-3 0 2 4 5 6

 (i) d(B,E)   (ii) d(J, A)  (iii) d(P, C)   (iv) d(J, H)  

 (v) d(K, O)  (vi) d(O, E)   (vii) d(P, J)   (viii) d(Q, B)

2. विंदू A िा वनददेशक x आवर विंदू B िा वनददेशक y आहे. तर खालील िाितीत d(A, B) काढा. 

 (i) x = 1, y = 7  (ii) x = 6, y = -2  (iii) x = -3, y = 7 

 (iv) x = -4, y = -5  (v) x = -3, y = -6  (vi) x = 4, y = -8

3. खाली वदलेलया मावहतीिरून कोरता विंदू इतर दोन विंदूंचया दरमयान आहे ते ठरिा. वदलेले विंदू एकरेषीय 

नसतील तर तसे वलहा. 

 (i) d(P, R) = 7,   d(P, Q) = 10,  d(Q, R) = 3

 (ii) d(R, S) = 8,   d(S, T) = 6,   d(R, T) = 4

 (iii) d(A, B) = 16,  d(C, A) = 9,  d(B, C) = 7

 (iv) d(L, M) = 11,  d(M, N) = 12,  d(N, L) = 8

 (v) d(X, Y) = 15,   d(Y, Z) = 7,  d(X, Z) = 8

 (vi) d(D, E) = 5,   d(E, F) = 8,   d(D, F) = 6

4. एका संखयारेषेिर A, B, C हे विंदू असे आहेत की,  d(A,C) = 10, d(C,B) = 8 तर d(A, B) काढा.

सि्व पया्वयािंा वििार करा. 

5. X, Y, Z हे एकरेषीय विंदू आहेत, d(X,Y) = 17, d(Y,Z) = 8 तर d(X,Z) काढा. 

6. आकृती काढून प्रशनांिी उततरे वलहा. 

  (i) जर A-B-C आवर l(AC) = 11, l(BC) = 6.5,  तर l(AB) =?

 (ii) जर R-S-T आवर l(ST) = 3.7, l(RS) = 2.5,  तर l(RT) =?
 (iii) जर X-Y-Z आवर l(XZ) = 3 7  , l(XY) = 7 ,  तर l(YZ) =?

 7. एकरेषीय नसलेले तीन विंदू कोरती आकृती तयार करतात ?
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जाणून घेऊया.

इयतता नििीचया गवरत भाग I मधये ‘संि’ या प्रकररात आपर संयोगसंि, छेदसंि यांिा अभयास केला आहे. 
यािा उपयोग करून रेषाखंड, वकरर, रेषा यािंे िर्वन विंदूसंि रूपात करू.

आकृती 1.7
A B P

आकृती 1.9
A M B

(1)  रेषाखंड (Line segment) ः 
 विंदू A, विंदू B आवर या दोन विंदंूचया दरमयानिे सि्व 
 विंदू यांिा संयोगसिं महरजे रेषाखंड AB असतो. 
 रेषाखंड AB हे ्ोडकयात रेख AB असे वलवहतात. 
 रेख AB महरजिे रेख BA. 
 विंदू A ि विंदू B हे रेख AB िे अंतयविंदू आहेत. 
 रेषाखंडाचया अंतयविंदंूमधील अंतराला तया रेषाखंडािी लांिी महरतात. l(AB) = d (A,B)
 l(AB) = 5 हे AB = 5 असेही वलवहतात. 

आकृती 1.8

A B

DC

आकृती 1.6
A B

(2)  वकरण AB (Ray AB) ः 
 समजा A आवर B हे दोन वभन्न विंदू आहेत. रेख AB 
 िरील विंदू आवर A-B-P असे सि्व विंदू P यांिा 
 संयोगसंि महरजे वकरर AB होय. ये्े विंदू A ला  
 वकररािा आरंभविंदू महरतात.

(5)  रेषाखंडांचया एकरूपतेचे गुणधम्म (Properties of congruent segements) ः 
 (i) पराित्वनता (Reflexivity) रेख AB @ रेख AB 
 (ii) समवमतता (Symmetry) जर रेख AB @ रेख CD तर रेख CD @ रेख AB
 (iii) संक्ामकता (Transitivity) जर रेख AB @ रेख CD ि रेख CD @ रेख EF तर रेख AB @ रेख EF

(3)  रेषा AB (Line AB) ः 
वकरर AB िा विंदूसंि आवर तयाचया विरूद् ध वकररािा विंदूसंि वमळून जो संयोगसंि तयार होतोे तो महरजे 
रेषा AB हा विंदूसंि आहे. 
रेख AB िा विंदूसंि हा रेषा AB चया विंदूसंिािा उपसंि आहे.

(4)  एकरूप रेषाखंड (Congruent segments) ः
 जर वदलेलया दोन रेषाखंडािंी लांिी समान असेल 
 तर ते रेषाखंड एकरूप असतात. 
 जर l(AB) = l(CD) तर रेख AB @ रेख CD

(6)  रेषाखंडाचा मधयवबंदू (Midpoint of a segment) ः
 जर A-M-B आवर रेख AM @ रेख MB, तर M विंदू हा 
 रेख AB िा मधयविंदू आहे असे महरतात. प्रतयेक रेषेाखंडाला  
 एक आवर एकि मधयविंदू असतो. 
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आकृती 1.10

A B

C D

आकृती 1.11

A B

C

D

(7)  रेषाखंडांची तुलना (Comparison of segments) ः
रेख AB िी लांिी रेख CD पेषिा कमी असेल, महरजेि जर 
l(AB) < l(CD) तर रेख AB < रेख CD वकंिा  
रेख CD > रेख AB असे वलवहतात. 
रेषाखंडािा लहान-मोठेपरा हा तयांचया लांिीिर अिलंिून 
असतो.

(8)  रेषाखंडांची वकंवा वकरणांची लंबता
 (Perpendicularity of segments or rays) ः

दोन रेषाखंड, दोन वकरर वकंिा एक वकरर ि एक रेषाखंड यांना 
सामािराऱया रेषा जर परसपरांना लंि असतील तर ते दोन 
रेषाखंड, ते दोन वकरर वकंिा एक वकरर आवर एक रेषाखंड 
परसपरांना  लंि आहेत असे महरतात. 
आकृती 1.11 मधये रेख AB ^ रेषा CD,
 रेख AB ^ वकरर CD.

(9)  वबंदूचे रेषेपासूनचे अंतर  (Distance of a point  from  
 a line) ः
 जर रेख CD ^ रेषा AB आवर विंदू D हा रेषा AB िर असेल 
 तर रेख CD चया लांिीला विंदू C िे रेषा AB पासूनिे अंतर  
 असे महरतात. 
 विंदू D ला CD या लंिािा लंबपाद महरतात.  
 जर l(CD) = a, तर C विंदू रेषा AB पासून a अंतरािर आहे 
 असे महरतात.

आकृती 1.12
A D B

C

सरावसंच 1.2

 1. खालील साररीत संखयारेषेिरील विंदंूिे वनददेशक वदले आहेत. तयािरून पुढील रेषाखंड एकरूप आहेत का ते 
  ठरिा.

विंदू A B C D E

वनददेशक -3 5 2 -7 9

  (i) रेख DE ि रेख AB  (ii) रेख BC ि रेख AD  (iii) रेख BE ि रेख AD 

 2. विंदू M हा रेख AB िा मधयविंदू अाहे आवर AB = 8 तर AM = वकती?

 3. विंदू P हा रेख CD िा मधयविंदू अाहे आवर CP = 2.5 तर रेख CD िी लांिी काढा. 

 4. जर AB = 5 सेमी, BP = 2 सेमी आवर AP = 3.4 सेमी तर या रेषाखंडािंा लहान-मोठपेरा ठरिा. 
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 5. आकृती 1.13 चया आधारे खालील प्रशनांिी उततरे वलहा.  
 (i) वकरर RP चया विरुद्ध वकररािे नाि वलहा. 
 (ii) वकरर PQ ि वकरर RP  यािंा छेदसिं वलहा. 
 (iii) रेख PQ ि रेख QR िा संयोग सिं वलहा.
 (iv) रेख QR  हा कोरकोरतया वकररांिा उपसंि आहे?
 (v) R हा आरंभविंदू असलेलया विरूद् ध वकररांिी जोडी वलहा.
 (vi) S हा आरंभविंदू असलेले कोरतेही दोन वकरर वलहा.
 (vii) वकरर SP आवर वकरर ST यांिा छेदसिं वलहा.

 6. खालील आकृती 1.14 चया आधारे प्रशनांिी उततरे वलहा. 
 

आकृती 1.14

UR Q L P A B C V D

-4-6 -2 0 2 4 6

 (i) विंदू B पासून समदूर असरारे विंदू कोरते?  
 (ii) विंदू Q पासून समदूर असराऱया विंदंूिी एक जोडी वलहा.
 (iii) d (U,V), d (P,C),  d (V,B), d (U, L) काढा. 

जाणून घेऊया.

  सशत्म ववधाने आवण वयतयास (Conditional statements and converse)

जी विधाने जर-तर रूपांत वलवहता येतात तयांना सशत्व विधाने असे महरतात. सशत्व विधानांतील 
‘जर’ ने सुरू होराऱया विधानास पूिायंग (पूिा्वध्व)आवर ‘तर’ ने सुरू होराऱया विधानास उततरांग 
(उततराध्व) असे महरतात. 

 उदाहररा ््व ः समभुज िौकोनािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतात. हे विधान आहे.
 सशत्म ववधान ः जर वदलेला िौकोन समभुज िौकोन असेल तर तयािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतात. 
 एखादे सशत्व विधान वदले असेल आवर तयातील पूिायंग ि उततरांग यांिी अदलािदल केली तर वमळरारे निे 

 विधान हे मूळ विधानािा वयतयास (Converse) आहे असे महरतात. 
 एखादे सशत्व विधान सतय असेल तर तयािा वयतयास हा सतय असतोि असे नाही. पुढील उदाहररे पाहा.

P QRST
आकृती 1.13
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सशत्म ववधान  ः जर  एखादा िौकोन समभुज असेल  तर तयािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतात. 
वयतयास  ः जर एखाद्या िौकोनािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतील तर तो िौकोन समभुज असतो. 
  या उदाहररात मूळ विधान ि तयािा वयतयास हे दोनहीही सतय आहेत.
सशत्म ववधान  ः  जर एखादी संखया ही मूळ संखया असेल तर ती सम वकंिा विषम असते.
वयतयास  ः  जर एखादी संखया सम वकंिा विषम असेल तर ती मूळ संखया असते. 
  या उदाहररात मूळ विधान सतय आहे पर वयतयास असतय आहे.

वसद्धता (Proofs) 

आपर कोन, वत्रकोर, िौकोन या आकृतयांचया अनेक गरुधमायंिा अभयास केला आहे. हे गरुधम्व आपर 
प्रायोवगक पद्धतीने वशकलो. या इयततेत आपर भूवमती या विषयाकडे िेगळ्ा दृष्टिकोनातून पाहरार आहोत. या 
दृष्टिकोनािे श्ेय इसिी सनापूिवी वतसऱया शतकात होऊन गेलेलया ग्ीक गवरती युष्लिड यांचयाकडे जाते. भवूमती 
विषयािी तया काळात जी मावहती होती, वतिे सुसिंद्ध संकलन यांनी केले. तयात सुसूत्रता आरली. तयांनी प्रामुखयाने 
असे दाखिले की, काही सियंवसद्ध ि सि्वमानय विधाने गृहीतक े(Postulates) महरून सिीकारली, तर तयांचया 
आधारािर तक्कशुद्ध मांडरीने निीन गुरधम्व वसद्ध करता येतात. वसद् ध 
केलेलया गुरधमायंना प्रमेये (Theorems) महरतात. 

युष्लिड यांनी मांडलेलया गृहीतकापैंकी काही गृहीतके खाली वदली आहेत. 
(1)  एका विंदूतून जाराऱया असंखय रेषा असतात.
(2)  दोन विंदंूतून एक आवर एकि रेषा जाते.
(3)  कोरताही विंदू केंद्र मानून वदलेलया वत्रजयेिे ितु्वळ काढता येते.
(4)  सि्व काटकोन परसपरांशी एकरूप असतात.
(5) दोन रेषा ि तयांिी छवेदका काढली असता एका िाजूला तयार 

झालेलया आंतरकोनांिी िेरीज दोन काटकोनापेंषिा कमी असेल तर 
तया रेषा तयाि वदशेने िाढिलयािर एकमेकींना छेदतात.

 यांतील काही गृहीतके आपर कृतीने पडताळून पावहली आहेत. 
एखाद्या गुरधमा्विी तक्कशुद्ध वसद्धता देता येत असेल तर तो गुरधम्व सतय मानला जातो. तयासाठी केलेलया 

तक्कशुद्ध मांडरीला तया गरुधमा्विी, महरजेि तया प्रमेयािी वसद्धता (Proof) महरतात. 
एखादे सशत्व विधान सतय आहे असे आपलयाला वसद् ध करायिे असते, तेवहा तयातील पूिायंगाला पक् आवर 

उततरांगाला साधय महरतात. 
वसद्धतेिे प्रतयक् आवर अप्रतयक् असे दोन प्रकार आहेत. 
एकमेकांना छेदराऱया दोन रेषांनी केलेलया कोनांचया गुरधमा्विी प्रतयक् वसद्धता देऊ. 

युक्लिड

जाणून घेऊया.
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प्रमेय ः दोन रेषा एकमेकींना छेदलयास होणारे परसपर ववरुद्ध कोन समान मापाचे असतात. 
पक् ः रेषा AB  आवर रेषा CD या परसपरांना O विंदूत छेदतात. A - O - B, C - O - D

साधय ः (i) ÐAOC	= ÐBOD
 (ii) ÐBOC =	ÐAOD

वसद्धता ः  ÐAOC + ÐBOC  = 180°	. . . . . . . (I)  रेषीय जोडीतील कोन 
 ÐBOC + ÐBOD  = 180°	. . . . . . . (II)  रेषीय जोडीतील कोन 
     ÐAOC + ÐBOC  = ÐBOC + ÐBOD	. . . . . . . विधान (I)ि (II) िरून  
 \ ÐAOC =  ÐBOD. . . . . . .  ÐBOC िा लोप करून.  
  यािप्रमारे ÐBOC =  ÐAOD वसद्ध करता येईल.

अप्रतयक् वसद्धता (Indirect proof) ः
या पद् धतीत सुरुिातीस साधय असतय आहे असे गृहीत धरतात. तया आधारे किेळ तका्वचया आवर आधी मानय 

झालेलया सतयांचया आधारे पायरी पायरीने एका वनषकषा्वपययंत पोहोितात. हा वनषकष्व माहीत असलेलया सतय 
गुरधमा्वशी वकंिा पषिाशी, महरजेि वदलेलया मावहतीशी विसंगत असतो. तयामुळे साधय असतय आहे हे मानरे िुकीिे 
आहे असा वनषकष्व काढािा लागतो. महरजेि साधय सतय आहे हे सिीकारले जाते. खालील उदाहरर अभयासा.

ववधान ः दोनपेषिा मोठी असरारी मूळ संखया विषम असते. 

सशत्म ववधान ः जर p  ही 2 पेषिा मोठी मूळ संखया असेल तर p ही विषम संखया असते. 

पक् ः p ही 2 पेषिा मोठी मूळ संखया आहे. महरजेि p िे 1 ि p हे दोनि विभाजक आहेत.

साधय ः p ही विषम संखया आहे. 

वसद्धता ः p ही संखया विषम नाही असे मानू.  
  महरजे p ही सम संखया आहे. 
  \	2 हा p िा विभाजक आहे  ..... (I)
  पर p ही 2 पेषिा माेठी मूळ संखया वदलेली आहे.    ....(पषि)
  \	p िे 1 ि p हे दाेनि विभाजक आहेत. ..... (II)
  विधान (I) ि (II) िरून पषिाशी विसंगती येते. 
  महरून मानलेले विधान िूक आहे.
  महरजे p ही 2 पेषिा मोठी मूळ संखया असेल तर ती संखया विषम आहे हे वसद्ध होते. 

A

B

C

D
O

आकृती 1.15
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सरावसंच 1.3

1. खालील विधाने जर-तर रूपांत वलहा. 
 (i) समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूप असतात. 
 (ii) आयतािे कर्व एकरूप असतात. 
 (iii) समद्विभुज वत्रकोरात वशरोविंदू ि पायािा मधयविंदू यांना जोडरारा रेषाखंड पायाला लंि असतो. 

2. पुढील विधानांिे वयतयास वलहा. 
 (i) दोन समांतर रेषा ि तयांिी छेवदका वदली असता होरारे वयुतक्म कोन एकरूप असतात.
 (ii) दोन रेषांना एका छेवदकेन ेछेदलयािर होराऱया आंतरकोनांिी एक जोडी पूरक असेल तर तया रेषा   

समांतर असतात.
 (iii) आयतािे कर्व एकरूप असतात.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनाचंया वदलेलया उततरांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.

 (i) प्रतयेक रेषाखंडाला वकती मधयविंदू असतात ?
  (A) एकि (B) दोन (C) तीन (D) अनेक

 (ii) दोन वभन्न रेषा परसपरांना छेदतात तेवहा तयांचया छेदसंिात वकती विंदू असतात ?
  (A) अनंत (B) दोन (C) एक (D) एकही नाही

 (iii) तीन वभन्न विंदंूना समाविटि करराऱया वकती रेषा असतात ?
  (A) दोन (B) तीन (C) एक वकंिा तीन       (D) सहा

 (iv) विंदू A िा वनददेशक -2 ि B िा वनददेशक 5 असेल तर d(A,B) = वकती ?
  (A) -2 (B) 5 (C) 7  (D) 3

 (v) जर P-Q-R आवर d(P,Q) = 2, d(P,R) = 10, तर d(Q,R) = वकती ?
  (A) 12 (B) 8 (C) 96  (D) 20

2. संखयारेषेिरील P,Q,R या विंदंूिे वनददेशक अनुक्मे 3,-5 ि 6 आहेत, तर खालील विधाने सतय आहेत की 
असतय ते वलहा.

 (i) d(P,Q) + d(Q,R) = d(P,R)  (ii) d(P,R) + d(R,Q) = d(P,Q)
 (iii) d(R,P) + d(P,Q) = d(R,Q)  (iv) d(P,Q) - d(P,R) = d(Q,R)

3. खाली काही विंदंूचया जोडांिे वनददेशक वदले आहेत. तयािरून प्रतयेक जाेडीतील अंतर काढा.
 (i) 3, 6   (ii) -9, -1  (iii) -4, 5  (iv)0, -2 
 (v) x + 3, x- 3 (vi) -25, -47 (vii) 80, -85
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4. संखयारेषेिर P विंदूिा वनददेशक -7 आहे तर P पासून 8 एकक अंतरािर असराऱया विंदूंिे वनददेशक काढा.

5. वदलेलया मावहतीनुसार खालील प्रशनांिी उततरे वलहा.
 (i) जर A-B-C ि d(A,C) = 17, d(B,C) = 6.5 तर d (A,B) = ?
 (ii) जर P-Q-R ि d(P,Q) = 3.4, d(Q,R)= 5.7 तर d(P,R) = ?

6. संखयारेषेिर A विंदूिा वनददेशक 1 आहे. A पासून 7 एकक अंतरािरील विंदंूिे वनददेशक काढा.

7. पुढील विधाने सशत्व रूपात वलहा.
 (i) प्रतयेक समभुज िौकोन हा िौरस असतो.
 (ii) रेषीय जोडीतल कोन परसपरांिे पूरक असतात.
 (iii) वत्रकोर ही तीन रेषाखंडांनी तयार झालेली आकृती असते.
 (iv) केिळ दोनि विभाजक असलेलया संखयेला मूळ संखया महरतात.

8. पुढील विधानांिे वयतयास वलहा.
 (i) जर एखाद्या िहुभुजाकृतीचया कोनांचया मापांिी िेरीज 1800 असेल तर ती आकृती वत्रकोर असते.
 (ii) दोन कोनांचया मापांिी िेरीज 900 असेल तर ते परसपरांिे कोवटकोन असतात.
 (iii) दोन समांतर रेषांना छवेदकेने छेदले असता होरारे संगत कोन एकरूप असतात.
 (iv) संखयेतील अंकांचया िेरजेला 3 ने भाग जात असेल तर तया संखयेला 3 ने भाग जातो.

9. पुढील विधानांतील पषि ि साधय वलहा.
 (i) जर वत्रकोराचया तीनही िाजू एकरूप असतील तर तयािे तीनही कोन एकरूप असतात.
 (ii) समांतरभुज िौकोनािे कर्व परसपरांना दुभागतात.

10*. खालील विधानांसाठी नामवनददेवशत आकृती काढून तयािरून पषि, साधय वलहा.
 (i) दोन समभुज वत्रकोर, समरूप असतात.
 (ii) जर रेषीय जोडीतील कोन एकरूप असतील तर तयांपैकी प्रतयेक कोन काटकोन असतो.
 (iii) वत्रकोराचया दोन िाजूिंर काढलेले वशरोलंि जर एकरूप असतील तर तया दोन िाजू एकरूप असतात.

qqq
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शेजारील वित्रात दाखिलया प्रमारे ष्खडकीचया आडवया 
समांतर गजािंर एखादी काठी वतरकी धरून पाहा. 
वकती कोन झालेले वदसतात ?

समांतर रेषा ः जया रेषा एकाि प्रतलात असतात परंतु एकमेकींना 
छेदत नाहीत तया रेषांना समांतर रेषा असे महरतात.

• दोन रेषा ि तयांिी छेवदका यांचयामुळे होराऱया
कोनांचया जोडा आठितात का ?
आकृती 2.1 मधये रेषा l ि रेषा m यांिी रेषा n
ही छेवदका आहे. ये्े एकरू आठ कोन
तयार झाले आहेत. तयांचयातील कोनांचया
जोडा पुढीलप्रमारे आहेत.

संगत काेनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðh
(ii) Ða,
(iii) Ðc,
(iv) Ðb,

आंतरवयुतक्रम कोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðe
(ii)Ðb, Ðh
बाह्यवयुतक्रम कोनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðf

(ii)Ða, Ðg

छेवदकेचया एका बाजूचया 
आंतरकोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðh
(ii) Ðb, Ðe

महत्वाचे काही गुणधम्म ः
(1) दाेन रेषा एकमेकींना छेदलयािर होरारे विरुद्ध कोन समान मापािे असतात.
(2) रेषीय जोडीतील कोन परसपरांिे पूरक असतात.

a
bc

d

e
fg

h

l

m

n

आकृती 2.1

• समांतर रेषा ि छेवदका यांमुळे
होराऱया कोनािें गुरधम्व

• रेषांचया समांतरतेचया कसोट्ा
• समांतर रेषांचया गुरधमायंिा उपयोग

m

l

चला, वशकूया.

जरा आठवूया.

2 समांतर रेषा
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1 2 1 2

(3) जेवहा संगतकोनािंी एक जोडी एकरूप असते तेवहा संगत कोनांचया उरलेलया सि्व जोडा एकरूप  
 असतात. 
(4) जेवहा वयुतक्म कोनािंी एक जोडी एकरूप असते तेवहा वयुतक्म कोनांचया इतर सि्व जोडा एकरूप  
 असतात. 
(5) जेवहा छवेदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनािंी िेरीज 180° होते तेवहा आंतरकोनांचया दुसऱया  
 जोडीतील कोनािंी िेरीजही 180° होते.

जाणून घेऊया.

 समांतर रेषांचे गुणधम्म (Properties of parallel lines)

  कृती ः
 दोन समांतर रेषा ि तयांिी छवेदका यांचयामुळे तयार झालेलया कोनांचया गुरधमायंिा पडताळा घेरे.
  जाड रंगीत कागदािा एक तुकडा घया. तयािर दोन समांतर रेषा काढून एक छवेदका काढा. 
 या वतनही रेषांिर सरळ काडा वडंकाने विकटिा. ये्े तयार झालेलया आठ कोनापैंकी कोन 1 ि कोन 2 चया 
 कोनांचया मापांएिढे रंगीत पवत्रकेिे तुकडे कापा. ( खालील आकृतीत दाखिलयाप्रमारे) हे तुकडे 
 संिंवधत संगतकोन, वयुतक्मकोन ि आंतरकोनांजिळ ठेिून गरुधमायंिा पडताळा घया.
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दोन समांतर रेषांचया छेवदकेमुळे होराऱया कोनािंे, कृतीने पडताळलेले गुरधम्व आता वसद्ध करू. हे गरुधम्व 
वसद्ध करणयासाठी आपर युष्लिडिे पुढे वदलेले प्रवसद् ध गृहीतक िापररार आहोत.

दोन रेषा ि तयांिी एक छवेदका काढली असता एका िाजूला तयार झालेलया आंतरकोनांिी िेरीज दोन   
काटकोनापंेषिा कमी असेल तर तया सरळ रेषा तयाि वदशेने िाढिलयािर एकमेकींना छेदतात.

  आंतरकोनांचे प्रमेय (Interior angle theorem)

प्रमेय ः दोन समांतर रेषांना एका छवेदकेने छेदलयािर छवेदकेचया कोरतयाही एका िाजूला असरारे आंतरकोन 
  एकमेकािें पूरककोन असतात. 

पक् ः रेषा l ॥ रेषा m आवर रेषा n ही छवेदका आहे.
  तयामुळे आकृतीत दाखिलयाप्रमारे Ða, Ðb 
  ि Ðc, Ðd हे आंतरकोन झाले आहेत.

साधय ः Ða + Ðb = 180°
  Ðd + Ðc = 180°

वसद ्धता ः Ða ि Ðb यांचया मापांचया िेरजेिाित तीन शकयता आहेत.
  (i) Ða + Ðb < 180° (ii) Ða + Ðb > 180° (iii) Ða + Ðb = 180°
  यांपैकी (i) Ða + Ðb < 180° सतय मानू.
  रेषा l ि रेषा m या Ða आवर Ðb छवेदकेचया जया िाजूला आहेत तया वदशेने िाढिलयास 
  एकमेकींना छेदतील. ...(युष्लिडचया गृहीतकानुसार)
  परंतु रेषा l आवर रेषा m या समांतर रेषा आहेत. ..........पषि
  \ Ða + Ðb < 180° हे अशकय आहे. . . . . . . . .(I)
  आता Ða + Ðb > 180° ही शकयता सतय मानू.
  \	Ða + Ðb >180° 
  परंतु Ða + Ðd = 180° 
  आवर Ðc + Ðb = 180° . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  \	Ða + Ðd + Ðb + Ðc = 180° +180° = 360°
  \Ðc + Ðd = 360° - (Ða + Ðb) 
  जर Ða + Ðb >180° असेल तर [360°  - (Ða + Ðb)] < 180°
  \Ðc + Ðd < 180°

a

bc

d
m

n

l

आकृती 2.2
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  \	तसे असलयास  Ðc आवर Ðd छेवदकेचया जया िाजूला आहेत तया वदशेने िाढिलयास 
  रेषा l आवर रेषा m एकमेकींना छेदतील.
  \Ðc + Ðd < 180 हे अशकय. 
  महरजिे Ða + Ðb >180° हे अशकय. ...... (II)
  \	Ða + Ðb = 180° ही एकि शकयता उरते. ......(I) ि (II) िरून
  \	Ða + Ðb = 180° तसिे Ðc + Ðd = 180°
  लषिात घया की, या वसद् धतेमधये आपर Ða + Ðb >180° , Ða + Ðb <180° या दोनही  
  शकयता विसंगतीमुळे नाकारलया महरजे ही एक अप्रतयषि वसद् धता आहे.

संगत कोनांचे व वयुतक्रम कोनांचे गुणधम्म (Corresponding angle and alternate angle theorem)

प्रमेय ः दोन समांतर रेषांना एका छवेदकेने छेदलयािर होराऱया संगत कोनांचया जोडीतील कोनािंी मापे समान  
  असतात.

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छवेदका आहे.

साधय ः Ða = Ðb 

वसद् धता ः Ða + Ðc = 180° . . . . . .  (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðb + Ðc = 180° . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनांिा गुरधम्व
    Ða + Ðc = Ðb + Ðc . . . विधान (I) ि (II) िरून
    \	Ða = Ðb

प्रमेय ः दोन समांतर रेषांना एका छवेदकेने छेदलयािर होराऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील कोनािंी मापे समान  
  असतात. 

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छवेदका आहे.

साधय ः Ðd = Ðb 

वसद् धता ः Ðd + Ðc = 180° . . . . . . . . (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðc + Ðb = 180° . . . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनािंा गुरधम्व
    Ðd + Ðc = Ðc + Ðb . . . . . . . . विधान (I) ि (II) िरून
    \	Ðd = Ðb

a

b

c

m

n

l

आकृती 2.3

b

cd

m

n

l

आकृती 2.4
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आकृती 2.5

1. आकृती 2.5 मधये रेषा RP || रेषा MS ि रेषा DK 
 ही तयांिी छेवदका आहे. ÐDHP = 85° 
 तर खालील कोनांिी मापे काढा.
 (i) ÐRHD  (ii) ÐPHG
 (iii) ÐHGS  (iv) ÐMGK

2. आकृती 2.6 पाहा. रेषा p || रेषा q आवर 
 रेषा l  ि रेषा m  या छवेदका आहेत. 
 काही काेनािंी मापे दाखिली आहेत. यािरून  
 Ða, Ðb, Ðc, Ðd यािंी मापे काढा.

4*. आकृती 2.8 मधये, ÐPQR आवर ÐXYZ  
यांचया भुजा परसपरांना समांतर आहेत. 

 तर वसद् ध करा, की
 ÐPQR @ ÐXYZ

आकृती 2.7

a

b

pn

m

l
45°

c

आकृती 2.8

P

Q
R

X

Y
Z

आकृती 2.6

p

a

l

m

q

b

c d

110°

115°

3. आकृती 2.7 मधये रेषा l || रेषा m ि 
 रेषा n || रेषा p आहे. एका कोनाचया वदलेलया  
 मापािरून Ða, Ðb, Ðc िी मापे काढा.

सरावसंच 2.1
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जाणून घेऊया.

समांतर रेषांचया गुणधमाांचा उपयोग

 समांतर रेषा ि तयांिी छवेदका यांचयामुळे होराऱया कोनांचया गुरधमायंिा उपयोग करून वत्रकाेरािा एक 
गुरधम्व वसद् ध करु.

प्रमेय ः कोरतयाही वत्रकोराचया सि्व कोनांचया मापांिी  िेरीज 180° असते. 

पक् ः  D ABC हा कोरताही एक वत्रकोर आहे. 

साधय ः ÐABC + ÐACB + ÐBAC = 180°

रचना ः		A विंदूतून रेख BC ला समांतर रेषा l काढा.
 तयािर P ि Q विंदू असेही घया की, P-A-Q

वसद्धता ः रेषा PQ úú  रेख BC ि रेख AB ही छवेदका.

 \	ÐABC =	ÐPAB.......(वयुतक्म कोन).....I

 रेषा PQúú  रेख BC ि रेख AC ही छवेदका. 

	 \	ÐACB =	ÐQAC.......(वयुतक्म कोन).....II

	 विधान I ि II यािरून, 

	 	ÐABC +	ÐACB = ÐPAB +	ÐQAC . . . III

 समीकरर III चया दोनही िाजूंत ÐBAC वमळिू. 

ÐABC +	ÐACB  + ÐBAC = ÐPAB +	ÐQAC + ÐBAC

       = ÐPAB +	ÐBAC + ÐQAC

       = ÐPAC +	ÐQAC  ...(ÐPAB + ÐBAC = ÐPAC)  
                             = 180°  ...(रेषीय जोडीतील कोन)

  महरजेि वत्रकोराचया तीनही कोनांचया मापांिी िेरीज 180°	असते.  

A

B C

आकृती 2.10

A

B C

P Q

आकृती 2.11

5. आकृती 2.9 मधये, रेषा ABúú  रेषा CD आवर  
 रेषा PQ ही छवेदका आहे तर आकृतीत   
 दाखिलेलया कोनांचया मापांिरून पुढील कोनांिी  
 मापे काढा. 
 (i) ÐART  (ii) ÐCTQ 
 (iii) ÐDTQ  (iv) ÐPRB

आकृती 2.9

A B

C D

P
R

T

Q

105°
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m

l

आकृती 2.12

चला, चचा्म करूया.

शेजारील प्रतलात रेषा l ि रेषा m या एकमेकींना समांतर 
आहेत का हे कसे ठरिाल ?

जाणून घेऊया.

   रेषांचया समांतरतेचया कसोट्ा  (Tests for parallel lines)

 दोन रेषा ि तयांिी छेवदका तयांचयामुळे होरारे कोन तपासून आपर तया दोन रेषा समांतर आहेत का ते ठरिू 
शकतो.

(1)	 छेवदकेचया एका िाजूचया आंतरकोनािंी जोडी पूरक कोनािंी असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(2) वयुतक्म कोनािंी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(3) संगत कोनािंी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात. 

समांतर रेषांची आंतरकोन कसोटी (Interior angles test)

प्रमेय ः दोन वभन्न रेषांना एका छवेदकेने छेदले असता छवेदकेचया  एका िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज 180°  
  असेल तर तया रेषा समांतर असतात.

पक् ः रेषा AB ि रेषा CD यािंी रेषा XY ही छवेदका आहे.
  ÐBPQ + ÐPQD = 180°

साधय ः  रेषा AB || रेषाCD

वसद् धता ः ही कसोटी आपर अप्रतयषि पद् धतीने वसद् ध कररार आहोत. 
    साधयातील विधान िूक आहे असे मानू.
  \ रेषा AB ि रेषा CD समांतर नाहीत
  हे विधान सतय मानू.
  समजा, रेषा AB ि रेषा CD या T विंदूत छेदतात.
  तयामुळे D PQT तयार झाला.
  ÐTPQ + ÐPQT + ÐPTQ = 180° . . . . . . वत्रकोराचया कोनािंी िेरीज
  परंतु ÐTPQ + ÐPQT = 180° वदले आहे. . . . . पषि
  यामुळे वत्रकोराचया दोन कोनािंी िेरीजि 180° आहे.
  पर वत्रकोराचया तीन कोनािंी िेरीज 180° असते.
  \	ÐPTQ = 0° वमळतो. 

A

B

C

P
Q

X

Y

T
D

आकृती 2.14

आकृती 2.13

A B

C

P

Q
D

X

Y
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 \	PT ि  QT या रेषा महरजेि रेषा AB आवर रेषा CD या वभन्न राहरार नाहीत. 
 आपलयाला रेषा AB ि रेषा CD या वभन्न रेषा आहेत असे वदले आहे.
 महरजे पषिाशी विसंगती वमळते.
 \	आपर गृहीत धरलेले विधान िूक आहे. महरजे रेषा AB ि रेषा CD समांतर आहेत.
 यािरून दोन रेषांना एका छवेदकेने छेदलयािर होराऱया एका िाजूचया आंतरकाेनािंी जोडी पूरक असेल  
 तर तया रेषा समांतर असतात, हे वसद् ध होते. या गरुधमा्वला समांतर रेषािंी आंतरकोन कसोटी महरतात.
 ही कसोटी गृहीत धरून इतर दोन कसाेट्ा वसद् ध करू.

वयुतक्रम कोन कसाेटी (Alternate angles test)

प्रमेय ः दोन रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता होराऱया वयुतक्म काेनािंी एक जोडी एकरूप असेल तर तया  
  रेषा समांतर असतात. 
पक् ः रेषा l ि रेषा m यांिी रेषा n ही छवेदका.
  Ða ि Ðb ही वयुतक्म कोनािंी एक जोडी एकरूप आहे.
  \ Ða = Ðb

साधय ः रेषा l || रेषा m
वसद् धता  ः  Ða + Ðc = 180°  . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . पषि
  \ Ðb + Ðc = 180°
  परंतु Ðb ि Ðc हे छेवदकेचया एका िाजिेू अांतरकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोन कसोटीिरून.
  या गुरधमा्वला समांतर रेषािंी वयुतक्रम काेन कसोटी महरतात.

संगतकोन कसोटी (Corresponding angles Test)

प्रमेय ः दोन रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता होराऱया संगत कोनािंी एक जोडी एकरूप असेल तर तया रेषा  
  समांतर असतात.
पक् ः रेषा l  ि रेषा m यािंी रेषा n ही छवेदका
  Ða ि Ðb ही संगत कोनािंी जोडी आहे.
  \ Ða = Ðb

साधय ः  रेषा l || रेषा m
वसद ्धता  ः  Ða + Ðc = 180° . . . . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . . . . पषि
  \	Ðb + Ðc = 180°
  महरजेि छेवदकेचया एका िाजिूे आंतरकोन पूरक कोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोनािंी कसोटीे
  या गुरधमा्वला समांतर रेषािंी संगतकाेन कसोटी महरतात.

a

b

c

m

n

l

आकृती 2.16

a

b

c
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n

l

आकृती 2.15
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a

b
m

n

l

आकृती 2.19

m

n

x

y

l

आकृती 2.18

आकृती 2.20

m n

ab K

x y

l

उपप्रमेय I  जर एक रेषा तयाि प्रतलातील दोन रेषांना लंि असेल तर तया दोन रेषा परसपरांना समांतर असतात. 
पक् ः रेषा n ^	रेषा l आवर रेषा n ^	रेषा m
साधय ः रेषा l || रेषा m
वसद् धता ः रेषा n ^	रेषा l ि रेषा n ^	रेषा m हे वदले आहे. 
  \		Ða = Ðc = 90° 
  Ða ि Ðc हे रेषा l ि रेषा m यांचया
  रेषा n या छवेदकेमुळे झालेले संगतकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m    . . . . रेषांचया समांतरतेिी संगतकोन कसोटी

उपप्रमेय II जर एका प्रतलातील दोन रेषा तयाि प्रतलातील वतसऱया रेषेला समांतर असतील तर तया रेषा परसपरांना  
  समांतर असतात हे वसद् ध करा.

सरावसंच 2.2

आकृती 2.17

m

l

n

a

c

1.  आकृती 2.18 मधये y = 108° आवर x = 71° 
      तर रेषा m ि रेषा n समांतर होतील का ? 
      कारर वलहा. 

2.  आकृती 2.19 मधये जर Ða @	Ðb	तर 
 वसद् ध करा रेषा l ||	रेषा m

3.  आकृती 2.20 मधये जर Ða @	Ðb	आवर
	 Ðx @	Ðy तर वसद् ध करा की रेषा l ||	रेषा n

4.  आकृती 2.21 मधये जर वकरर BA || वकरर DE,  
ÐC = 50° आवर ÐD = 100°, तर ÐABC िे माप 
काढा.

(सिूना ः विंदू C मधून रेषा AB ला समांतर रेषा काढा.) 

A B

C

ED

आकृती 2.21

100°

50°
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5.        आकृती 2.22 मधये वकरर AE ||	वकरर BD
 वकरर AF हा ÐEAB िा आवर वकरर BC हा 

ÐABD िा दुभाजक आहे, तर वसद् ध करा की,  
रेषा AF ||	रेषा BC

A B

P
E

C DQ

R
S

F

आकृती 2.23

आकृती 2.22

A

xx

yy

B

C

E

F

D

6. रेषा AB ि रेषा CD या रेषांना रेषा EF ही अनकु्मे 
 P ि Q विंदंूत छेदते. वकरर PR ि वकरर QS हे 
 समांतर वकरर असून अनुक्मे ÐBPQ ि  
 ÐPQC िे दुभाजक आहेत, तर वसद् ध करा  
 रेषा AB ||	रेषा CD

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1.   खालील विधानांतील ररकामया जागा भरणयासाठी वदलेलया पया्वयांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.
 (i) दोन समांतर रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता छवेदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज  
  . . . . . . असते.
  (A) 0°  (B) 90°  (C) 180°  (D) 360°
 (ii) दोन रेषांना एका छवेदकेने छेदले असता . . . . . . . . कोन तयार होतात.
  (A) 2      (B) 4      (C) 8      (D) 16
 (iii) दोन समांतर रेषांना एका छवेदकेने छेदले असता तयार होराऱया कोनापंैकी एका कोनािे माप 40° असेल  
  तर तयाचया संगतकोनािे माप . . . . . . . . असते.
  (A) 40°  (B) 140°  (C) 50°  (D) 180°
 (iv) D	ABC मधये ÐA = 76°, ÐB = 48°, तर ÐC िे माप . . . . . . . . आहे.
  (A) 66° (B) 56° (C) 124° (D) 28°
 (v) दोन समांतर रेषांना एका छेवदकेने छेदलयािर होराऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील एका कोनािे माप 75° 
  असेल तर दुसऱया कोनािे माप . . . . . . . . . असते.
  (A) 105° (B) 15°  (C) 75°  (D) 45°

2*.   वकरर PQ आवर वकरर PR  परसपरांशी लंि आहेत. विंदू B हा ÐQPR चया अांतरभागात ि विंदू A हा  
ÐRPQ चया िाह्यभागात आहे. वकरर PB  आवर वकरर PA परसपरांना लंि आहेत. यािरून आकृती  काढा 
ि खालील कोनांचया जोडा वलहा.

  (i) कोवटकोन (ii) पूरक कोन   (iii) एकरूप कोन
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m

x

y

l

आकृती 2.24
50°

130°

आकृती 2.25

Q

P

A B

C D

E F
z

x
y

4.  आकृती 2.24 मधये दश्विलेलया कोनांचया 
मापांिरून Ðx आवर Ðy यांिी मापे काढा आवर 
वसद् ध करा की रेषा l || रेषा m

5.  रेषा AB ||	रेषा CD ||	रेषा EF आवर रेषा QP ही 
तयांिी छेवदका आहे. जर y ः z = 3 ः 7 तर x िी 
वकंमत काढा. (आकृती 2.25 पाहा.)

6.  आकृती 2.26 मधये जर रेषा q || रेषा r  
रेषा p ही तयांिी छवेदका असेल आवर a = 80° 
तर f  ि g काढा.

7.  आकृती 2.27 मधये जर रेषा AB ||	 रेषा CF		
आवर रेषा BC ||	 रेषा ED तर वसद् ध करा 
ÐABC = ÐFDE.

आकृती 2.27

D
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आकृती 2.26
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c

ef
g h
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3.  जर एखादी रेषा एका प्रतलातील दोन समांतर रेषापैंकी एका रेषेला लंि असेल तर ती दुसऱया रेषेलाही ती लंि

 असते हे वसद् ध करा. 

8. आकृती 2.28 मधये  रेषा AB || रेषा CD ि रेषा PS 
ही तयांिी छेवदका  आहे. वकरर QX, वकरर QY,  
वकरर RX, वकरर RY हे काेनदुभाजक आहेत, तर  
¨ QXRY हा आयत आहे हे दाखिा.

DR

S

C

BA

X Y

Q
P

आकृती 2.28
qqq
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जाणून घेऊया.

  वरिकोणाचया दूरस्थ आंतरकोनांचे प्रमेय (Theorem of remote interior angles of a triangle)
प्रमेय ः वत्रकोराचया िाह्यकोनािे माप हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मापांचया िेरजेइतके असते. 
पक् ः D	PQR या वत्रकोरािा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे. 
साधय ः ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR 
वसद्धता ः वत्रकोराचया वतनही आंतरकोनािंी िेरीज 180° असते. 
  \	ÐPQR + ÐQPR +	ÐPRQ = 180°---(I)

	 	 ÐPRQ + ÐPRS  = 180°---(II). . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
\	विधान  I  ि  II  िरून

	 ÐPQR +  ÐQPR +	ÐPRQ = ÐPRQ + ÐPRS 
	 \	ÐPQR +  ÐQPR =	ÐPRS ---------( ÐPRQ िा लोप करून) 

\	वत्रकोराचया िाह्यकोनािे माप हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मापांचया  िेरजेएिढे असते. 

• वत्रकोराचया दूरस् आंतरकोनांिे प्रमेय
• वत्रकोरांिी एकरूपता
• समद् विभुज वत्रकोरािे प्रमेय
• 30°- 60°- 90° मापाचया 

वत्रकोरािा गुरधम्व

• वत्रकोरािी मधयगा
• काटकोन वत्रकोराचया करा्विरील

मधयगेिा गुरधम्व
• लंिदुभाजकािे प्रमेय
• कोनदुभाजकािे प्रमेय
• समरूप वत्रकोर

P

Q R T
आकृती 3.1

P

Q SR

आकृती 3.2

 कृती 
एका जाड कागदािर कोरतयाही मापािा D	PQR काढा. आकृतीत  दाखिलयाप्रमारे वकरर QR िर T हा 

विंदू घया.  रंगीत जाड कागदािे ÐP ि ÐQ चया मापािे तुकडे कापा. ते तुकडे ठेिून ÐPRT भरून जातो हे 
अनुभिा.

चला, वशकूया.

3 वरिकोण
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SRQ

P

आकृती 3.3

आकृती 3.4

P

Q R S
20°

30°

40°

T

ववचार करूया.

आकृती 3.3 मधये विंदू R मधून रेख PQ ला समांतर रेषा काढून याि प्रमेयािी िेगळी वसद् धता देता येईल का?

जाणून घेऊया.

   वरिकोणाचया बाह्यकोनाचे प्रमेय (Property of an exterior angle of triangle)

 a आवर b या दोन संखयांिी िेरीज (a + b) ही a पेषिा मोठी असते ि b पेषिाही मोठी असते.
 महरजेि a + b > a, a + b > b
 यािा उपयोग करून वत्रकोराचया िाह्यकोनािा
 खालील गुरधम्व वमळतो.
 D	PQR मधये ÐPRS हा िाह्यकोन असेल तर 
 ÐPRS > ÐP , ÐPRS > ÐQ
 \	वत्रकोरािा िाह्यकोन हा तयाचया प्रतयेक दूरस् आंतरकोनापेषिा मोठा असतो. 

सोडवलेली उदाहरणे 
उदा (1) एका वत्रकोराचया कोनांचया मापांिे गरुोततर 5 ः 6 ः 7 आहे, तर तयाचया सि्व कोनािंी मापे काढा. 
उकल ः तया कोनािंी मापे 5x, 6x, 7x मानू. 
  5x + 6x + 7x = 180°
      18x = 180°
           x = 10°
  5x = 5 ´	10 = 50°,						6x = 6 ´	10 = 60°,						7x = 7 ´	10 = 70°
  वत्रकोराचया कोनािंी मापे 50°,	60°,	70°	आहेत. 
उदा (2) शेजारील आकृती 3.4 िे वनरीषिर करून ÐPRS ि ÐRTS यांिी मापे काढा.
उकल ः D	PQR िा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे.
  दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयािरून, 
  ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR
         = 40°	+	30°
	 	 ÐPRS	= 70°
	 	 D	RTS मधये
  	ÐTRS + ÐRTS + ÐTSR  =  ........ वत्रकोराचया वतनही कोनांचया मापांिी िेरीज 
   \	  + ÐRTS +  = 180° 
      \	ÐRTS + 90°  = 180° 
        \	ÐRTS =  
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उदा (3) वसद्ध करा, की वत्रकोराचया  िाजू एकाि वदशेने िाढिलयास होराऱया िाह्यकोनािंी िेरीज 360° असते.
पक् ः ÐPAB, ÐQBC  आवर ÐACR  हे  
  D	ABC िे िाह्यकोन आहेत. 
साधय ः ÐPAB + ÐQBC + ÐACR = 360° .
वसद् धता ः या उदाहररािी वसद् धता दोन रीतीने देता येते.
  रीत I
  D	ABC मधये जर ÐPAB हा िाह्यकोन 
  वििारात घेतला तर ÐABC ि ÐACB हे तयािे दूरस् आंतरकोन आहेत, महरून 
      ÐBAP = ÐABC + ÐACB ---- (I)
	 	 तसेि ÐACR = ÐABC + ÐBAC ---- (II) . . . . दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयानुसार
	 	 आवर ÐCBQ = ÐBAC + ÐACB ---- (III)
  विधान (I), (II), (III) यांचया दोनही िाजूिंी िेरीज करू. 
	 	 ÐBAP + ÐACR + ÐCBQ 
    = ÐABC + ÐACB + ÐABC  + ÐBAC + ÐBAC + ÐACB  
    = 2ÐABC + 2ÐACB + 2ÐBAC
    = 2(ÐABC + ÐACB + ÐBAC)
    = 2 ´ 180°  . . . . . (वत्रकोरांचया आंतरकोनािंी िेरीज)
    = 360°.

                रीत II
  Ðc + Ðf = 180°	. . . . रेषीय जोडीतील कोन
  तसेि Ða + Ðd = 180°
  ि Ðb + Ðe = 180°

  \	Ðc + Ðf + Ða + Ðd + Ðb + Ðe = 180° ´	3 = 540°
    Ðf + Ðd + Ðe + (Ða + Ðb + Ðc) = 540°
      \   Ðf + Ðd + Ðe + 180°	= 540°
	 	 	 	 	 															\ f + d + e = 540° - 180° 
                = 360°

आकृती 3.5

A

B

C

P

Q
R

A

P

B
C

d

cb

a

e

f

Q R
आकृती 3.6
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उदा (4)  आकृती 3.7 मधये D	ABC चया ÐB ि ÐC िे दुभाजक 
  जर विंदू P मधये छेदत असतील तर वसद्ध करा की, 
	 	ÐBPC = 90 + 1

2
 ÐBAC

  ररकामया जागा भरून वसद् धता पूर्व करा.

वसद्धता  ः D	ABC मधये, 
   ÐBAC + ÐABC + ÐACB =  ...... (वत्रकोरांचया कोनांचया मापांिी िेरीज) 

     \ 1
2

 ÐBAC + 1
2

 ÐABC + 1
2

 ÐACB = 1
2

 ´	  ..... (प्रतयेक पदाला 1
2

 ने गुरून.)

     \  1
2

 ÐBAC + ÐPBC + ÐPCB = 90° 

     \ ÐPBC + ÐPCB = 90° - 1
2

 ÐBAC ......(I)

	 	 	 D	BPC मधये

	 	 	 ÐBPC + ÐPBC + ÐPCB = 180° ...... (वत्रकोरांचया आंतरकोनांचया मापांिी िेरीज) 

	 				\	ÐBPC +  = 180° ...... (विधान I िरून)

	 						 	 	 \	 ÐBPC = 180° - (90° - 1
2

 ÐBAC)

         \    = 180° - 90° + 1
2

 ÐBAC  

          = 90°  + 1
2

 ÐBAC

सरावसंच  3.1

1. आकृती 3.8 मधये D	ABC िा ÐACD हा 
 िाह्यकोन आहे. ÐB = 40°,	ÐA = 70°	
	 तर m ÐACD काढा. 

2. D	PQR मधये ÐP = 70°,	ÐQ = 65°	तर  ÐR िे माप काढा. 

3. वत्रकोराचया कोनािंी मापे x°,	(x-20)°,	(x-40)°	असतील तर प्रतयेक कोनािे माप वकती ?

4. वत्रकोराचया तीन कोनापैंकी एक कोन सिायंत लहान कोनाचया दुपपट ि दुसरा कोन सिायंत लहान कोनाचया  
वतपपट आहे तर तया वतनही कोनािंी मापे काढा. 

A

B C Dआकृती 3.8

A

B C

P

आकृती 3.7
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आकृती 3.9

T

z

y

E

N M R
x 140°

100°

5. आकृती 3.9 मधये वदलेलया कोनांचया 
 मापांिरून x, y, z चया वकमती काढा. 

100°

70°

a

b c

आकृती 3.12

A B

C D

T

P

Q

आकृती 3.11

आकृती 3.10

R

D

E

A

B

70°

A

40°

6. आकृती 3.10 मधये रेषा AB úú	रेषा DE आहे. 
वदलेलया मापांिरून ÐDRE ि ÐARE िी 
मापे काढा. 

7. D	ABC मधये ÐA ि ÐB  िे दुभाजक विंदू O मधये छेदतात. जर  ÐC = 70° तर ÐAOB  िे माप  
 काढा. 

8. आकृती 3.11 मधये रेषा AB úú	रेषा CD आवर 
रेषा  PQ ही तयांिी छेवदका आहे. वकरर PT 
आवर वकरर QT हे अनुक्मे ÐBPQ ि 
ÐPQD िे दुभाजक आहेत, तर वसद्ध करा की 
ÐPTQ = 90°

9. आकृती 3.12 मधये वदलेलया मावहतीिरून 
 Ða, Ðb  ि Ðc यािंी मापे काढा. 

10*. आकृती 3.13 मधये रेख DE úú		रेख GF   
आहे. वकरर EG ि वकरर FG हे अनकु्मे 

 ÐDEF ि ÐDFM या कोनािें दुभाजक   
आहेत. तर वसद्ध करा की, 

 (i) ÐDEF = ÐEDF (ii) EF = FG आकृती 3.13
E F

GD

M



29

जाणून घेऊया.

  वरिकोणांची एकरूपता (Congruence of triangles)
 एक रेषाखंड दुसऱयािर ठिेलयास तंतोतंत जुळला तर ते दोन रेषाखंड एकरूप असतात. तसेि एक कोन उिलून 
दुसऱया कोनािर ठेिलयािर तंतोतंत जुळतो तेवहा ते दोन कोन एकरूप असतात हे आपर जारतो. तयािप्रमारे एक 
वत्रकोर उिलून दुसऱया वत्रकोरािर ठेिलयािर तंतोतंत जुळला तर ते दोन वत्रकोर एकरूप आहेत असे महरतात. जर 
D	ABC आवर D	PQR हे एकरूप असतील तर ते D	ABC @	D	PQR असे दाखितात. 

 कृती ः  कोरतयाही मापािा एक वत्रकोर D	ABC पुठ् ठ्ािर कापून घया.
 तो जाड कागदािर एका जागी ठेिून  भोिती पेष्नसल वगरिून तयािी प्रत काढा. या वत्रकोराला D	A

1
B
1
C
1
  

 नाि द्या. 
 आता तो पुठ् ठ्ािा वत्रकोर िाजूला सरकिून ते् े यािी दुसरी प्रत काढा.
 वतला D	A

2
B
2
C
2
 नाि द्या. मग आकृतीत  दाखिलयाप्रमारे तो वत्रकारे ्ोडा विरिून आरखी एक प्रत  

 काढा. तया प्रतीला D	A
3
B
3
C
3
 नाि द्या. नंतर पुठ् ठ्ािा वत्रकोर उिलून दुसऱया जागी पाल्ा ठिेा ि  

 तयािी प्रत तयार करा. नवया वत्रकोराला D	A
4
B
4
C
4
 हे नाि द्या.

 आता D	A
1
B
1
C
1
, D	A

2
B
2
C
2
, D	A

3
B
3
C
3
 आवर D	A

4
B
4
C
4
 हे सि्व D	ABC शी एकरूप आहेत  

 हे धयानात आले का ? कारर D	ABC यापंैकी प्रतयेकाशी तंतोतंत जुळतो. D	A
3
B
3
C
3
 साठी पडताळू. 

 मात्र तो तसा जुळिताना ÐA हा ÐA
3
 िर, ÐB हा ÐB

3
 िर आवर ÐC हा ÐC

3
 िर ठेिला तरि 

 D ABC @	D	A
3
B
3
C3  असे महरता येते.

 मग AB = A
3
B
3
 , BC = B

3
C
3
 , CA = C

3
A
3
 हे देखील वमळते.

 यािरून दोन वत्रकोरांिी एकरूपता तपासताना तयांिे कोन आवर भुजा विवशटि क्माने महरजे एकास एक  
 संगतीने  वलहावया लागतात. हे धयानात घया.
 जर D ABC @	D PQR, तर ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR . . . . (I)
 आवर AB = PQ, BC = QR, CA = RP . . . . . . (II) अशी सहा समीकररे वमळतात.
 महरजे या दोन वत्रकोरांतील, कोनांचया आवर िाजूंचया एकास एक संगतीने, तीन कोन समान आवर तीन  
 िाजू समान आहेत असा अ ््व आहे. 

आकृती 3.14

A
1

A
1

A
2

A
3

A
4

B
1

B
1

B
2

B
3

B
4

C
1

C
1

C
2

C
3

C
4

A

B C
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 िरील सहाही समीकररे एकरूप वत्रकोरांसाठी सतय असतात. तयासाठी तीन विवशटि समीकररे समान आहेत 
 असे समजले तर सहाही समीकररे सतय हाेऊन ते दोन वत्रकोर एकरूप असतात. कसे ते पाहू.

(1) जर एकास एक संगतीने DABC िे दोन कोन DPQR चया दोन कोनािंरोिर असतील आवर तया   
 कोनांमधील समाविटि िाजू समान असतील तर ते दोन वत्रकोर एकरूप असतात. 

या गुरधमा्वला कोन-िाजू-कोन 
कसोटी असे महरतात. हे ् ोडकयात 
कोबाको कसोटी असे वलवहतात.

(2) जर एकास एक संगतीने D	ABC मधील दोन िाजू ि D	PQR मधील दोन िाजू िरोिर असतील  
 आवर D	ABC चया तया दोन िाजूंमधला कोन हा D	PQR चया संगत िाजूंमधलया कोनाएिढा  
 असेल तर ते दोन वत्रकोर एकरूप असतात.

या गरुधमा्वला िाजू-कोन-िाजू 
कसोटी महरतात आवर हे ्ोडकयात 
बाकोबा कसोटी असे वलवहतात.

(3) जर D	ABC चया तीन िाजू एकास एक संगतीने D	PQR चया िाजूंएिढ्ा असतील, तर ते वत्रकोर 
 एकरूप असतात.

या गरुधमा्वला िाजू-िाजू-िाजू 
कसोटी महरतात आवर हे ्ोडकयात 
बाबाबा कसोटी असे वलवहतात.

(4) D	ABC, D	PQR या दोन काटकोन वत्रकोरांत ÐB, ÐQ हे काटकोन असून दोनही वत्रकोरांिे 
 कर्व समान आवर AB = PQ असेल तर ते वत्रकोर एकरूप असतात.

या गुरधमा्वला कण्मभुजा कसोटी महरतात.

आकृती 3.15

A P

B C Q R

आकृती 3.16

A P

B

C

Q R

आकृती 3.17

A

P
B C

Q R

आकृती 3.18

A P

B C QR
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. . . . . . . . . . कसोटीने
D	ABC @ D	PQR 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	XYZ @ D	LMN 

(i) (ii)

(iii) (iv)

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	PRQ @ D	STU 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	LMN @ D	PTR  

हे लक्ात ठेवूया.

 आपर काही िािी वदलया असता वत्रकोर रिना केलया आहेत. (उदा.दोन कोन आवर समाविटि िाजू, तीन 
िाजू, दोन िाजू ि समाविटि कोन) यापंैकी कोरतीही मावहती वदली असेल तर एकमेि वत्रकोर काढता येतो, हे 
आपर अनुभिले आहे. महरून दोन वत्रकोरांमधील एकास एक संगतीने या तीन िािी समान झालया तर ते दोन 
वत्रकोर एकरूप असतात. मग एकास एक संगतीने तयांिे तीनही कोन समान आवर तीनही िाजू समान आहेत हे 
समजते. दोन वत्रकोर एकरूप असतील तर एकास एक संगतीने तयांिे कोन समान असतात आवर तीन िाजू समान 
असतात. यािा उपयोग भूवमतीतील अनेक उदाहररांत होतो.

सरावसंच 3.2

1. पुढीलपैकी प्रतयेक उदाहररातील वत्रकोरांचया जोडीिे सारखया खुरांनी दाखिलेले भाग एकरूप आहेत. 
तयािरून प्रतयेक जोडीतील वत्रकोर जया कसोटीने एकरूप होतात ती कसोटी आकृतीखालील ररकामया जागेत 
वलहा.

आकृती 3.19

A

B C

P

Q R

X

Y Z

L

M N

L M

N

T P

R

S

T U

P

Q R
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आकृती 3.21

P

Q

R

S

T

आकृती 3.20

A P

QB C R

2. खालील वत्रकोरांचया जोडांमधये दश्विलेलया मावहतीिे वनरीषिर करा. ते वत्रकोर कोरतया कसोटीनुसार   
 एकरूप आहेत ते वलहा ि तयांिे उरलेले एकरूप घटक वलहा.
 (i)        (ii)

आकृती 3.22

P Q

R

A B

C

आकृती 3.23

L

M N

P

3. खालील आकृतीतील मावहतीिरून D	ABC ि  
 D	 PQR या वत्रकोरांचया एकरूपतेिी कसोटी 
 वलहून उरलेले एकरूप घटक वलहा. 

आकृतीत दश्विलेलया मावहतीिरून,
D	ABC  ि D	PQR मधये 
ÐABC @	ÐPQR 
रेख BC @	रेख QR  
ÐACB @	ÐPRQ 
\	D	ABC @		D	PQR .......  कसोटी

\ÐBAC @	  .......एकरूप वत्रकोरांिे  
     संगत कोन.
रेखAB @	   आवर   @	रेख PR

.....एकरूप वत्रकोरांचया संगत िाजू

}..... एकरूप वत्रकोरांिे 
संगत कोन.

आकृतीत दश्विलेलया मावहतीिरून,
D	PTQ  ि D	STR मधये 
रेख PT @	रेख ST 
ÐPTQ @	ÐSTR .......... परसपर विरुद्ध कोन
रेख TQ @	रेख TR  
\	D	PTQ @		D	STR .......  कसोटी

\ÐTPQ @	   
ि			  @	ÐTRS       

रेख PQ @	  एकरूप वत्रकोरांचया संगत िाजू. 

4. खालील आकृतीत दाखिलयाप्रमारे D	LMN  
 ि D	 PNM या वत्रकोरांमधये LM = PN,  
 LN = PM आहे तर या वत्रकोरांचया एकरूपतिेी 
 कसोटी वलहा ि उरलेले एकरूप घटक वलहा. 

5. आकृती 3.24 मधये रेख AB @	रेख BC
 आवर रेख AD @	रेख CD. 
 तर वसद् ध करा की, 
 D	ABD @	D	CBD

आकृती 3.24A

B

C

D



33

6. आकृती 3.25 मधये ÐP @ ÐR
 रेख PQ @  रेख QR
 तर वसद् ध करा की, 
 D	PQT @	D	RQS

जाणून घेऊया.

समद् ववभुज वरिकोणाचे प्रमेय (Isosceles triangle theorem)
प्रमेय ः जर वत्रकोराचया दोन िाजू एकरूप असतील तर तया िाजंूसमोरील कोन एकरूप असतात. 
पक् ः D	ABC मधये िाजू AB @	 िाजू AC 
साधय ः ÐABC @	ÐACB
रचना ः D	ABC मधये ÐBAC िा दुभाजक काढा, 
  तो िाजू BC ला जे् े छेदतो. तया विंदूला D नाि द्या. 
वसद्धता ः D	ABD  ि D	ACD मधये 

  रेख AB @	 रेख AC ....... पषि
  ÐBAD  @ ÐCAD........रिना
  रेख AD @	 रेख AD ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	ABD @ D	ACD ...... 
	 	 \ÐABD @	  .......एकरूप वत्रकोरांिे संगत कोन
	 	 \ÐABC @	ÐACB      B - D - C

उपप्रमेय ः वत्रकोराचया वतनही िाजू एकरूप असतील, तर तयािे वतनही कोन एकरूप असतात आवर प्रतयेक कोनािे 
  माप 60° असते. (या उपप्रमेयािी वसद् धता तुमही वलहा.)

  समद ्ववभुज वरिकोणाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of an isosceles triangle theorem)

प्रमेय ः  जर वत्रकोरािे दोन कोन एकरूप असतील तर तया कोनांसमोरील िाजू एकरूप असतात. 
पक् ः D	PQR मधये ÐPQR @	ÐPRQ
साधय ः िाजू PQ @	 िाजू PR
रचना ः ÐP िा दुभाजक काढा. तो िाजू QR 
      ला जे् े छेदतो तया विंदूला M नाि द्या.
वसद्धता ः D	PQM  ि D	PRM मधये 

  ÐPQM  @ ........ पषि
  ÐQPM  @ ÐRPM........
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	PQM @ D	PRM ......  कसोटी
  \	रेख PQ @	 रेख PR.......एकरूप वत्रकोराचया संगत िाजू

R

S T

P

Q

आकृती 3.25

C
D

B

A

आकृती 3.26

P

RMQ

आकृती 3.27
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    कृती I 
 गटातील प्रतयेकाने, एका कोनािे	माप 30°  
 अाहे असा काटकोन वत्रकोर काढािा.
 प्रतयेकाने 30° मापाचया कोनासमोरील 

 िाजूिी आवर करा्विी लांिी मोजािी.   
 गटातील एका विद्यारया्वने सिायंनी काढलेलया 
 वत्रकोरांसाठी पुढील साररी पूर्व करािी.

वत्रकोर क्मांक 1 2 3 4

30°	कोनासमोरील 
िाजूंिी लांिी

करा्विी लांिी

िरील साररीिरून कोनांिी मापे 30°,	 60°	आवर 90° असराऱया वत्रकोराचया िाजूंिा काही गुरधम्व  
  वमळतो का ?

  कृती II
कंपासपेटीतील एका गुणयािे कोन 30°,60° आवर 90°	असतात. तयांचया िाजूंचया संदभा्वत हा गुरधम्व 
वमळतो का यािा पडताळा घया.

या कृतींिरून आपलयाला वमळालेला एक महत्िािा गुरधम्व आता वसद् ध करू.

आकृती 3.28

A

B C

30°

60°

उपप्रमेय ः वत्रकोरािे तीनही कोन एकरूप असतील तर तयाचया तीनही िाजू एकरूप असतात. 
  (या उपप्रमेयािी वसद् धता तुमही वलहा.)
  िरील दोनही प्रमेयांिी विधाने परसपरांिे वयतयास आहेत.
  िरील दोनही उपप्रमेयांिी विधाने परसपरांिे वयतयास आहेत.

ववचार करूया
(1) समद् विभुज वत्रकोराचया  प्रमेयािी वसद् धता िेगळी रिना करून देता येईल का ?
(2) समद् विभुज वत्रकोराचया प्रमेयािी वसद् धता कोरतीही रिना न करता देता येईल का ?

जाणून घेऊया.

    30° - 60° - 90° मापाचया वरिकोणाचा गुणधम्म (Property of 30° - 60° - 90° triangle)
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A

B C

आकृती 3.29

30°

60°

प्रमेय ः जर काटकोन वत्रकोरािे लघुकोन 30°	ि 60°	असतील तर 30° चया कोनासमोरील िाजू करा्वचया  
  वनममी असते.
  (खाली वदलेलया वसद् धतेतील ररकामया जागा भरा.)
पक् ः काटकोन D	ABC मधये 
  ÐB = 90°, ÐC = 30°, ÐA = 60°

साधय ः AB = 
1

2
AC

रचना ः AB रेषाखंड िाढिून तयािर D विंदू असा घया की
  AB = BD, नंतर DC रेषाखंड काढा.
वसद् धता ः D	ABC ि D	DBC मधये
    रेख AB @ रेख DB ........... 

	 		 ÐABC @ ÐDBC ........ 
    रेख BC @ रेख BC ............ 
   \	D	ABC @	D	DBC ..... 
   \	ÐBAC @ ÐBDC ........ एकरूप वत्रकोरािे संगत कोन
   D	ABC मधये  ÐBAC = 60° \	ÐBDC = 60°
  आता D	ADC मधये, 
  ÐDAC = ÐADC = ÐACD = 60° ... (   वत्रकोराचया कोनांिी िेरीज 180°)
  \	D	ADC हा समभुज वत्रकोर हाेईल.
  \	AC = AD = DC ........ समद् विभुज वत्रकोराचया वयतयासािे उपप्रमेय
   परंतु AB = 1

2
 AD........ रिना    \AB = 

1

2
 AC ........ ( AD = AC)

 कृती 
 िरील आकृती 3.29 चया आधारे ररकामया िौकटी भरून खालील प्रमेयािी वसद् धता पूर्व करा.

 काटकोन वत्रकोरात इतर कोन 30°, 60°  असतील तर 60° कोनासमोरील िाजू  ही 
2
3

  ́ 	कर्व असते.

 िरील प्रमेयात AB =  1
2

 AC हे आपर पावहले.

      AB2 + BC2 =  . . . . . पाय्ागोरसिा वसद् धांत िापरून

 
4

1
 AC2 + BC2 = 

            \	BC2 = AC2 - 
4

1
 AC2

           \ BC2 = 

                 \	BC = 
2
3

 AC

A

B C

D
आकृती 3.30

60°

30°
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A

B C
D

आकृती 3.32

 कृती
 काटकोन वरिकोणाचे कोन जर 45°, 45°, 90° असतील तर काटकोन करणारी प्रतयेक बाजू ही  
  

2

1  ́  कण्म  असते.
	 D	ABC मधये, ÐB = 90° आवर ÐA = ÐC = 45°

	 \	BC = AB

 पाय्ागोरसचया वसद् धांतानुसार,

 AB2 + BC2 = 
 AB2 +  = AC2 ... ( BC = AB)
            \   2AB2 = 
                \	AB2 = 
                 \	AB = 

2

1  AC

 या गुणधमा्मला 45°- 45°- 90° चया वरिकोणाचे प्रमेय महणतात.

आकृती 3.31

A

B C

45°

45°

 हे लक्ात ठेवूया.

(1) वत्रकोरािे कोन 30°, 60° ि 90° असतील तर 30° चया कोनासमोरील िाजू कर्व
2

    

 असते आवर  60° चया कोनासमोरील िाजू 3

2
 कर्व असते. 

 या प्रमेयाला 30°-60°-90° िे प्रमेय महरतात.

(2) वत्रकोरािे कोन 45°, 45° ि 90° असतील तर काटकोन कररारी प्रतयेक िाजू  
2

 असते.

 या प्रमेयाला 45°-45°-90° प्रमेय महरतात.

जरा आठवूया.

वरिकोणाची मधयगा 
 वत्रकाेरािा वशरोविंदू ि तयाचया समोरील िाजूिा मधयविंदू यांना जोडरारा रेषाखंड महरजे तया वत्रकोरािी  

 मधयगा होय. 
 आकृतीत D हा िाजू BC िा मधयविंदू आहे. 
	 \	रेख AD ही D	ABC िी एक मधयगा आहे.  

कर्व
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जाणून घेऊया.

    काटकोन वरिकोणाचया कणा्मचया मधयगेचा गुणधम्म

 कृती ः समजा आकृती 3.35 मधये D	 ABC हा काटकोन वत्रकोर आहे. रेख BD ही मधयगा आहे. 
 खालील रेषाखंडािी लांिी मोजा. 
 l(AD) =......... l(DC) =............ l(BD) = ............

 यािरून (BD) = 1
2

 (AC) हा गरुधम्व वमळतो यािा पडताळा घया. 

 हा गुरधम्व वसद्ध करु. 

आकृती 3.33

G

B

F

A

E

C

D

आकृती 3.34

A

B

C
D

आकृती 3.35

 कृती I ः कोरताही एक वत्रकोर ABC काढा. या 
   वत्रकोराचया AD, BE, ि CF या मधयगा 
   काढा. तयांचया सपंात विंदूला G नाि द्या.  
   AG ि GD यांचया लांिीिी तुलना 
   कक्कटकाचया साहाययाने करा. AG िी 
   लांिी GD चया दुपपट आहे. यािा पडताळा 
   घया. तयािप्रमारे BG िी लािंी GE चया 
   दुपपट आवर CG िी लांिी GF चया 
   लांिीचया दुपपट आहे का यािाही पडताळा  
   घया.

यािरून मधयगा संपात विंदू प्रतयेक मधयगेिे 2ः1 या प्रमारात विभाजन करतो हा गुरधम्व लषिात घया.

 कृती II ः D	ABC हा एक वत्रकोर पुठ्ठािर काढा ि 
   कापा. तयाचया वतनही मधयगा काढा. तयांचया 
   संपातविंदूला G नाि द्या. तळािा पृष्ठभाग 
   सपाट असरारी पेष्नसल घया ि सपाट भाग िर 
   करून ती उभी धरा. पेष्नसलिर विंदू G ठेिून 
   वत्रकोर तोलून धरता येतो हे 
   पडताळा. यािरून G विंदूिा, महरजे मधयगा 
   संपात विंदूिा एक महत्िािा गुरधम्व लषिात 
   येतो.
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प्रमेय ः काटकोन वत्रकोरात करा्विर काढलेलया मधयगेिी लांिी करा्वचया वनममी असते. 
पक् ः काटकोन D	ABC मधये रेख BD ही मधयगा आहे. 

साधय ः  BD = 1
2

AC

रचना ः  वकरर BD िर E विंदू असा घया की B - D - E 
  आवर l(BD) = l(DE).  रेख EC काढा.
वसद्धता ः (वसद्धतेतील मुखय पायऱया दाखिलया आहेत. मधलया पायऱया
    विधाने ि काररे या रूपात वलहा ि वसद्धता पूर्व करा.) 
  D	ADB @ D	CDE ...... िाकोिा कसोटी
  रेषा AB úú	रेषा EC ..........वयुतक्म कोन कसोटी. 
	 	 D	ABC @ D	ECB ...... िाकोिा कसोटी

  BD = 1
2

(AC)

 

हे लक्ात ठेवूया.

कोरतयाही काटकोन वत्रकोरात करा्विर काढलेलया मधयगेिी लांिी करा्वचया वनममी असते. 

सरावसंच 3.3

1. आकृती 3.37 मधये दाखिलेली
 मावहती पाहा. x आवर y  चया 
 वकंमती काढा. तसेि ÐABD ि 
 ÐACD िी मापे काढा.

2. काटकोन वत्रकोरात करा्विी लांिी 15 असेल तर तयािर काढलेलया मधयगेिी लांिी काढा. 

3. D	PQR मधये ÐQ = 90°,  PQ = 12, QR = 5 आवर QS ही PR िी मधयगा असेल तर QS काढा.

4. आकृती 3.38 मधये D	PQR िा G हा मधयगा संपात विंदू आहे. 
 जर GT = 2.5 सेमी, तर PG आवर PT यांिी 
 लांिी काढा. 

A

B
C

D

E

आकृती 3.36

आकृती 3.37

A

B C

D

x
y

50°
60°

आकृती 3.38

P

Q R

G

T
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 कृती ः सोईसकर लांिीिा रेख AB काढा. तयाचया मधयविंदूला M हे 
नाि द्या. विंदू M मधून जारारी आवर रेख AB ला लंि 
असरारी रेषा l  काढा. रेषा l ही रेख AB िी लंिदुभाजक रेषा 
आहे, हे लषिात आले का ?

 रेषा l िर कोठेही P हा विंदू घया. PA आवर PB  या अंतरांिी 
तुलना कक्कटकाने करा. काय आढळले ? PA = PB  असे 
आढळले ना ? यािरून लषिात येते की, रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकािरील कोरताही विंदू तया रेषाखंडाचया टोकापंासून 
समदूर असतो. 

 आता कंपासचया साह्याने विंदू A आवर B यांचयापासून समदूर 
असरारे, C आवर D यांसारखे काही विंदू घया. सि्व विंदू रेषा l 
िरि आले ना ? यािरून काय लषिात आले ? रेषाखंडाचया 
टोकापंासून समदूर असरारा प्रतयेक विंदू तया रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकािर असतो. हे दोन गरुधम्व लंिदुभाजकाचया 
प्रमेयािे दोन भाग आहेत. ते आता आपर वसद्ध करू. 

जाणून घेऊया.

   लंबदुभाजकाचे प्रमेय (Perpendicular bisector theorem)

भाग  I ः रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकािरील प्रतयेक विंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयविंदंूपासून समान 
  अंतरािर असतो. 
पक् ः रेषा l ही रेख AB  िी लंिदुभाजक रेषा, 
  रेख AB ला M मधये छेदते.
  विंदू P हा रेषा l िरील कोरताही विंदू आहे. 
साधय ः  l (PA) = l (PB)
रचना ः रेख AP ि रेख BP काढा.
वसद्धता ः D	PMA  ि D	PMB मधये 

  रेख PM @	 रेख PM ....... सामाईक िाजू
	 	 ÐPMA @	ÐPMB .......प्रतयेकी काटकोन
  रेख AM @	 रेख BM ....... M हा मधयविंदू 

A BM

P

l

आकृती 3.40

आकृती 3.39

A B
M

P

l

D

C

जरा आठवूया.
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	 	 \	D	PMA @ D	PMB ...... िाकोिा कसोटी
	 	 \	रेख PA @	 रेख PB.......एकरूप वत्रकोराचया संगत भुजा
	 	 \	l (PA) = l (PB) 
  यािरून रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकािरील प्रतयेक विंदू हा तयाचया अंतयविंदंूपासून समदूर असतो.

भाग  II ः रेषाखंडाचया टोकापंासून समदूर असरारा कोरताही विंदू तया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकािर असतो. 

पक् ः विंदू P हा रेषाखंड AB चया टोकापंासून समदूर असलेला 

  कोरताही विंदू आहे. महरजेि PA = PB.

साधय ः  P हा रेख AB चया लंिदुभाजकािर आहे.

रचना ः रेख AB िा M हा मधयविंदू घेतला. रेषा PM काढली.

वसद्धता ः D	PAM  ि D	PBM मधये 
   रेख PA @	 रेख PB ......... 
   रेख AM @	 रेख BM ....... 
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू 
	 	 	 \D	PAM @ D	PBM ......  कसोटी.
	 	 	 \	ÐPMA  @ ÐPMB.......एकरूप वत्रकोरािे संगत कोन
   परंतु ÐPMA  +  = 180°
	 	 	 ÐPMA  + ÐPMA = 180°	........	(  ÐPMB  = ÐPMA) 
   2 ÐPMA  = 
   \	ÐPMA = 90° 

	 	 	 \	रेख PM ^	रेख AB       ......(1)
   तसेि, रेख AB िा M हा मधयविंदू आहे.     ......(2)  (रिना)
	 	 	\	रेषा PM ही रेख AB िी लंिदुभाजक रेषा आहे महरजेि P हा रेख AB चया लंिदुभाजकािर आहे.

कोनदुभाजकाचे प्रमेय (Angle bisector theorem)

भाग I    ः   कोनदुभाजकािरील प्रतयेक विंदू हा तया कोनाचया भुजापंासून समदूर असतो. 
पक् ः वकरर QS  हा ÐPQR  िा दुभाजक आाहे. 
  A हा कोनदुभाजकािरील कोरताही एक विंदू आहे. 
  रेख AB ^	वकरर QP  रेख AC ^	वकररQR
साधय ः रेख AB @	 रेख AC
वसद्धता ः वत्रकोरांचया एकरूपतेिी योगय कसोटी िापरून वसद्धता वलहा. 

आकृती 3.41

A B

P

M

A

B

C

P

Q R

S

आकृती 3.42
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भाग II ः कोनाचया भुजापंासून समान अंतरािर असरारा कोरताही विंदू तया कोनाचया दुभाजकािर असतो. 

पक् ः ÐPQR चया अंतभा्वगात A हा एक विंदू असा आहे की,
     रेख AC ^	रेख QR
  रेख AB ^	वकरर QP
     AB = AC
साधय ः वकरर QA हा ÐPQR िा दुभाजक आहे. 
     महरजेि ÐBQA = ÐCQA 
वसद्धता ः वत्रकोराचया एकरूपतेिी योगय कसोटी िापरून वसद्धता वलहा. 

जरा आठवूया.

 कृती 
आकृतीत दाखिलयाप्रमारे िाजू XZ > िाजू XY असा 
D	XYZ काढा. 
ÐZ  ि ÐY मोजा. कोरता कोन मोठा आहे ?  

जाणून घेऊया.

वरिकोणातील बाजू व कोन यांचया असमानतेचे गुणधम्म 
प्रमेय ः जर वत्रकोराचया दोन िाजूपंैकी एक िाजू दुसरीपेषिा मोठी असेल तर मोठ्ा िाजूसमोरील कोन लहान  
  िाजूसमोरील कोनापेषिा मोठा असतो.  
पक्  ः  D	XYZ मधये िाजू XZ > िाजू XY 
साधय  ः  ÐXYZ > ÐXZY
रचना  ः  िाजू XZ िर P विंदू असा घया की 
  l (XY) = l (XP),   रेख YP काढा. 
वसद्धता  ः D	XYP मधये

 XY = XP .........रिना 
\		ÐXYP = ÐXPY.....समान भुजांसमोरील  कोनािंी मापे समान .....(I)
	 ÐXPY हा D	YPZ िा िाह्यकोन
\		ÐXPY > ÐPZY  .........िाह्यकोनािे प्रमेय
	 ÐXYP  > ÐPZY  ..........विधान (I) िरून 
	 ÐXYP  + ÐPYZ > ÐPZY (जर a > b आवर c > 0  तर a + c > b)
	 ÐXYZ > ÐPZY  महरजेि ÐXYZ > ÐXZY

A

B

C

D

P

Q R

आकृती 3.43

X

Y Zआकृती 3.44

X

Y Z

P

आकृती 3.45
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प्रमेय ः वत्रकोरािे दोन कोन असमान मापांिे असतील तर मोठ्ा कोनासमोरील िाजू ही लहान कोनासमोरील  
  िाजूपेषिा मोठी असते. 
  या प्रमेयािी वसद्धता अप्रतयषि पद्धतीने देता येते. खाली वदलेलया वसद्धतेतील ररकामया जागा भरून  
  वसद्धता पूर्व करा. 
पक् ः DABC मधये ÐB > ÐC 
साधय ः AC > AB
वसद्धता ः D	ABC चया िाजू AB आवर िाजू AC चया 
  लांिींमधये खालीलपैकी एक आवर एकि 
  शकयता असते.  
  (i)  AC < AB    (ii)     (iii)   

A

B Cआकृती 3.46

मागील इयततेत आपर एक कृती केली होती. 
तयािरून वत्रकोरािा एक गुरधम्व पावहला होता. तो 
आठिूया.

शेजारील वित्रात दाखिलयाप्रमारे A या वठकारी 
दुकान आहे. समीर C या वठकारी उभा होता. दुकानात 
पोहोिणयासाठी तयाने C ® B ® A या डािंरी 
मागा्वऐिजी C ® A  हा माग्व  घेतला. कारर तयाचया 
लषिात आले की हा माग्व कमी लांिीिा आहे. महरजे 
वत्रकोरािा कोरता गुरधम्व तयाचया लषिात आला होता?
वत्रकोराचया कोरतयाही दोन िाजूंिी िेरीज वतसऱया 
िाजूपेषिा मोठी असते, हा गरुधम्व आता वसद् ध करू.

 (i) AC < AB हे गृहीत धरू. 
 वत्रकोराचया असमान िाजूंपैकी मोठ्ा 

िाजूसमोरील कोन लहान िाजूसमोरील 
कोनापेषिा   असतो. 

 \	ÐC > 
 परंतु ÐC < ÐB ......... पषि. 
 महरजे विसंगती वनमा्वर होते. 
 \ 	< 	हे िूक आहे. 

 (ii)  जर AC = AB 
 तर ÐB	= ÐC	
 परंतु 	> 	...... पषि. 
 महरजे पुनहा विसंगती वनमा्वर होते. 
 \	 	= 		हे िूक आहे. 
 \	AC > AB ही एकि शकयता उरते. 
 \	AC > AB

A
B

C

जरा आठवूया.
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प्रमेय ः वत्रकोराचया कोरतयाही दोन िाजूिंी िेरीज ही वतसऱया िाजूचया लांिीपेषिा जासत असते. 
पक् ः D	ABC  हा कोरताही वत्रकोर आहे. 
साधय ः AB + AC > BC
  AB + BC > AC 
  AC + BC > AB
रचना ः वकरर BA िर D विंदू असा घया की AD = AC 
वसद्धता ः D	ACD मधये, AC = AD ..... रिना
	 	 \	ÐACD = ÐADC ...... (एकरूप िाजूंसमोरील कोन)
	 	 \	ÐACD + ÐACB > ÐADC  

	 	 \	ÐBCD > ÐADC
	 	 \	िाजू BD > िाजू BC .........(वत्रकोरात मोठ्ा काेनासमोरील िाजू मोठी)
	 	 \	BA + AD > BC ..........(  BD = BA + AD)   
   BA + AC > BC .......... ( AD = AC )
   तसेि AB + BC > AC 
   आवर  BC + AC > AB हे वसद्ध करता येईल. 

सरावसंच 3.4

1. आकृती 3.48 मधये, विंदू A हा ÐXYZ चया दुभाजकािर आहे. 

 जर AX = 2 सेमी तर AZ काढा. A

X

Y Z
आकृती 3.48

S

R

T

P

आकृती 3.49

2. आकृती 3.49 मधये ÐRST = 56°, रेख PT ^ वकरर ST, 
रेख PR ^ वकरर SR आवर रेख PR @	 रेख PT  
असेल तर ÐRSP काढा. कारर वलहा. 

3.  D	PQR मधये PQ = 10 सेमी, QR = 12 सेमी, PR = 8 सेमी तर या वत्रकोरािा सिायंत मोठा ि सिायंत 
लहान कोन ओळखा. 

4. D	FAN मधये  ÐF = 80°, ÐA = 40°  तर वत्रकोराचया सिा्वत मोठ्ा ि सिायंत लहान िाजूंिी नािे  
सकारर वलहा.

5.  वसद्ध करा की समभुज वत्रकोर समकोन वत्रकोर असतो. 

A

B C

D

आकृती 3.47
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6. D	ABC मधये ÐBAC िा दुभाजक िाजू BC िर लंि असेल तर वसद्ध करा की D	ABC हा समद् विभुज
 वत्रकोर आहे.

7.  आकृती 3.50 मधये जर रेख PR @	 रेख PQ  
 तर दाखिा की रेख PS > रेख PQ

8.  आकृती 3.51 मधये D	ABC िे रेख AD 
 आवर रेख BE हे वशरोलंि आहेत आवर 
 AE = BD  आहे, तर वसद्ध करा की 
  रेख AD @	 रेख BE

जाणून घेऊया.

समरूप वरिकोण (Similar triangles)

पुढील आकृतयांिे वनरीषिर करा.

प्रतयेक भागात दाखिलेलया दोन-दोन आकृतयांिा आकार (Shape) सारखा आहे. परंतु तया आकृतया लहान-
मोठ्ा आहेत, महरजे तया एकरूप नाहीत. 

अशा सारखया वदसराऱया आकृतयांना महरजेि समान रूप असलेलया आकृतयांना समरूप आकृतया असे 
महरतात. 

R S

P

Q
आकृती 3.50
A

B C

E

D

आकृती 3.51
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वत्रकोरांिी संखया 1   वत्रकोरांिी संखया 4   वत्रकोरांिी संखया ः 9

D	ABC ि D	DEF हे ABC « DEF या संगतीत समरूप आहेत. 
ÐA  @ ÐD, ÐB  @ ÐE, ÐC  @ ÐF 

आवर  AB
DE

 = 4
8

1

2
= ;     BC

EF
 = 3
6

1

2
= ;       AC

DF
 = 2
4

1

2
= , महरजेि संगत िाजू प्रमारात आहेत. 

तयािप्रमारे D	DEF आवर D	PQR यांिा वििार करा. DEF « PQR या संगतीत तयांिे कोन एकरूप 
आवर िाजू प्रमारात आहेत का? 

 

एखादा िोटो, तया िोटोिरून काढलेला मोठा िोटो यांत समरूपता आढळते. तसिे रसते आवर रसतयांिा 
नकाशा यांत समरूपता आढळते. 

दोन आकृतयांमधील िाजूंिी प्रमारिद्धता हा समरूप आकृतयांिा महत्िािा गुरधम्व आहे. समरूप आकृतयांमधये 
जर कोन असतील तर ते मात्र एकरूप, तयाि मापािे असािे लागतील. दोन रसतयांमधये जो कोन आहे तोि कोन 
तयांचया नकाशात नसेल तर तो नकाशा वदशाभूल कररारा ठरेल. 

ICT Tools or Links

मोिाइलिर वकंिा संगरकािर एखादा िोटो काढा. तो लहान वकंिा मोठा करताना तुमही काय करता ते आठिा. 
तसेि एखाद्या िोटोतील एखादा भाग पाहणयासाठी तुमही कोरती कृती करता ते आठिा.

आता आपर समरूप वत्रकोरांिे गरुधम्व एका कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः   4 सेमी, 3 सेमी ि 2 सेमी िाजू असलेला एक वत्रकोर कागदािर काढा. हा वत्रकोर एका जाड कागदािर  
ठेिा. तयाभोिती पेष्नसल विरिून तसे 14 वत्रकोर कापून तयार करा. 

 कागदािे हे वत्रकोराकृती तुकडे एकरूप आहेत हे लषिात घया. ते खाली दाखिलयाप्रमारे रिून तीन वत्रकोर 
तयार करा. 

´

´

D

E F

4

4

3 3

2

2

आकृती 3.53

4

4

4
2

2

2

R3 3 3

P

Q
आकृती 3.54आकृती 3.52

A

B C3

24
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आकृती 3.55

A
1

A
2

A
3

B
1
B
2
B
3

C
1

C
2

C
3

जाणून घेऊया.

वरिकोणांची समरूपता

D	ABC आवर D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR आवर 

(ii) AB
PQ

 = BC
QR

 = AC
PR

 ; तर D	ABC आवर D	PQR समरूप आहेत असे महरतात. 

‘D	ABC आवर D	PQR समरूप आहेत’ ‘D	ABC ~ D	PQR’ असे वलवहतात. 
समरूप वत्रकोरांिे संगत कोन आवर संगत िाजू यांिा परसपर संिंध खालील कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः  DA
1
B
1
C
1
 हा कोरताही वत्रकोर जाड कागदािर काढा आवर कापून घया. ÐA

1
, ÐB1, ÐC1   मोजा.

 तसिे जाड कागदािर DA
2
B
2
C
2
 ि  DA

3
B
3
C
3
 हे आरखी दोन वत्रकोर असे काढा की      

 ÐA
1
=ÐA

2
=ÐA

3
   , ÐB

1
 =ÐB

2
 =ÐB

3
 ,  ÐC

1
 = ÐC

2
 =ÐC

3
  

 आवर  B
1
 C
1
 > B

2
 C
2
 >  B

3
 C
3
     आता ते दोन वत्रकोर कापा ि िाजूला ठिेा.

 तीनही वत्रकोरांचया भुजािंी लांिी मोजा. या वत्रकोरांिी रिना खालीलप्रमारे दोनही प्रकारे करा.

 
A
1
B
1

A
2
B
2

,   
B
1
C
1

B
2
C
2

,  
A
1
C
1

A
2
C
2

   ही गरुोततरे तपासा . ती समान अाहेत हे पडताळा .

तयािप्रमारे    
A
1
C
1

A
3
C
3

,  
B
1
C
1

B
3
C
3

,  
A
1
B
1

A
3
B
3

   ही   गरुोततरे देखील  समान आहेत का ते पाहा.

या कृतीिरून लषिात घया, की जया वत्रकोरांिे संगत कोन समान मापांिे असतात, तयांचया संगत िाजूंिी  गुरोततरेही 
समान असतात. महरजेि तयांचया संगत िाजू एकाि प्रमारात असतात. 

आपर पावहले, की D	ABC आवर D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ,	ÐC = ÐR, 
तर (ii) AB

PQ
 = BC

QR
 = AC

PR
 महरजे जर संगत कोन समान असतील तर संगत िाजू एकाि प्रमारात असतात.

हा वनयम ्ोडे श्म घेऊन वसद् ध करता येतो. आपर तो अनेक उदाहररांत िापररार आहोत.

आकृती 3.56

A
1
= A

2
= A

3

B
1

C
1

C
2

C
3

B
3

B
2
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हे लक्ात ठेवूया.

 y दोन वत्रकोरांिे संगत कोन समान असतात तेवहा ते वत्रकोर समरूप असतात. 
 y दोन वत्रकोर समरूप असतात तेवहा तयांचया संगत िाजू प्रमारात असतात ि संगतकोन एकरूप असतात.

उकल ः  प्रतयेक वत्रकोराचया कोनािंी िेरीज 180° असते. 

वदलेलया मावहतीनुसार 

ÐA = ÐP आवर ÐB = ÐQ       \	ÐC = ÐR 

\	D	ABC आवर D	PQR हे समकोन वत्रकोर आहेत. 

\ तयांचया िाजू एका प्रमारात आहेत.       

\			AB
PQ

    =  BC
QR

 =  AC
PR

 

\			  3
PQ

    =  4
6

 =  AC
7.5

									 \	4 ´ PQ  = 18 

	 \	PQ  =  18
4

 = 4.5 

 तसेि 6 ´ AC  = 7.5 ´ 4 

	\	AC = 
7.5 ´  4
     6

  = 30
 6

 = 5

सरावसंच 3.5

1. जर D	XYZ ~ D	LMN तर तयांिे एकरूप असरारे संगत कोन वलहा आवर संगत िाजूिंी गरुोततरे वलहा.

2. D	XYZ मधये XY = 4 सेमी, YZ = 6 सेमी, XZ = 5 सेमी, जर  D	XYZ ~ D	PQR आवर  
PQ = 8 सेमी असेल तर D	PQR चया उरलेलया िाजू काढा. 

3.  समरूप वत्रकोरांचया जोडीिी कच्ी आकृती काढा. वत्रकोरांना नािे द्या. तयांिे संगत कोन सारखया खुरांनी 
दाखिा. वत्रकोरांचया संगत िाजूंचया लांिी प्रमारात असलेलया संखयांनी दाखिा. 

7.5

6

A

4

3

BC

P
O

O

QR

आकृती 3.57

उदा.  आकृती 3.57 मधये D	 ABC 
आवर D	PQR दाखविले आहेत. 
तया वत्रकोरात दाखिलेलया 
मावहतीिे वनरीषिर करा. तयािरून 
जयांिी लािंी वदलेली नाही, तया 
िाजूंिी लांिी काढा. 

•

•
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उपक्रम ः 
तुमचया शाळेचया वंकिंा घराचया भोितालचया 500 मीटर पररसरातील रसतयािा नकाशा तयार करा.
रसतयांिरील दोन वठकारांमधील अंतर कसे मोजाल ? साधारर 2 मीटर अंतरामधये तुमिी वकती पािले (Steps) 

िालून होतात ते पाहा. दोन मीटर अंतरामधये तीन पािले िालून झाली तर तया प्रमारात 90 पािले महरजे 60 मीटर 
असे मानून अंतरे ठरिा. ्ोडकयात, पररसरातील सि्व रसतयांिर िालून तुमहालंा िेगिेगळी अंतरे ठरिािी लागतील. 
नंतर रसते वज्े एकमेकांना छेदतात ते् े जो कोन होतो तयाचया मापािा अंदाज घया. रसतयांचया मोजलेलया लांिींसाठी 
योगय प्रमार घेऊन नकाशा तयार करा. पररसरातील दुकाने, टपऱया, इमारती, िससटटॉप, ररषिासटटँड इतयादी दाखिणयािा 
प्रयतन करा. खाली नकाशािा एक नमुना सिूीसह वदला आहे.

सूची ः  1. पुसतकांिे दुकान  2. िस ्ांिा  3. सटेशनरीिे दुकान 4. िटँक 
 5. औषधांिे दुकान  6. उपाहार गृह  7. सायकलिे दुकान

1

1

2

2

3

3

4

4
5

7

6

6

6

जरा आठवूया.

 तुमही नकाशा तयार करताना रसतयािरील अंतरे योगय प्रमारात दाखिायिी आहेत. जसे 1 सेमी = 100 मी 
वकंिा 1 सेमी = 50 मी वत्रकोरांचया गरुधमायंिा वििार केला का ? वत्रकोरात मोठ्ा कोनासमोरील िाजू मोठी 
असते, हे आठिा.
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P

Q R

S

आकृती 3.58

A

B CD E

आकृती 3.59

P

Q RS

आकृती 3.60

संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनाचंया वदलेलया उततरांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.
 (i)  एका वत्रकोराचया दोन भुजा 5 सेमी ि 1.5 सेमी असतील तर वत्रकाेराचया वतसऱया भुजिेी लांिी 
        . . . . . . . नसेल.
  (A) 3.7 सेमी (B) 4.1 सेमी (C) 3.8 सेमी  (D) 3.4 सेमी

 (ii)  D	PQR मधये जर ÐR > ÐQ तर . . . . . . . . असेल.
  (A) QR > PR (B) PQ > PR (C) PQ < PR (D) QR < PR

 (iii)  D	TPQ मधये ÐT = 65°, ÐP = 95°  तर खालील विधानांपैकी सतय विधान कोरते ? 
  (A) PQ < TP (B) PQ < TQ    (C) TQ < TP < PQ      (D) PQ < TP < TQ

2.  D	ABC हा समद् विभुज वत्रकोर आहे. जयात AB = AC आहे आवर BD ि CE या दोन मधयगा 
 आहेत,  तर BD = CE दाखिा.

3. D	PQR मधये जर PQ > PR आवर ÐQ ि ÐR 
 िे दुभाजक S मधये छेदतात तर दाखिा की, SQ > SR.

4. आकृती 3.59 मधये D	ABC चया BC िाजू िर 
 D आवर E विंदू असे आहेत की BD = CE तसिे
 AD = AE तर दाखिा की, D	ABD @	D	ACE.

5. आकृती 3.60 मधये D	PQR चया िाजू QR िर S
 हा कोरताही एक विंदू आहे तर वसद् ध करा की,
 PQ + QR + RP > 2PS
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7.   आकृती 3.62 मधये रेख PT हा ÐQPR िा दुभाजक आहे. 
विंदू R मधून काढलेली रेख PT ला समांतर असरारी रेषा, 
वकरर QP ला S विंदूत छेदते, तर वसद् ध करा, PS = PR

6. आकृती 3.61 मधये D	ABC चया ÐBAC िा 
 दुभाजक BC ला D विंदूत छेदतो, तर वसद् ध करा
 की AB > BD

आकृती 3.61

A

B CD

आकृती 3.62
Q T R

S

P

8. आकृती 3.63 मधये रेख AD ^ रेख BC. 
 रेख AE  हा ÐCAB िा दुभाजक असून E-D-C. 
 तर दाखिा, की 
 mÐDAE = 1

2
 (mÐC -  mÐB )

ववचार करूया

आपर वशकलो, की दोन वत्रकोर समकोन असतील, तर तयांचया संगत िाज ू एकाि प्रमारात असतात. 
दोन िौकोन समकोन असतील, तर तयाचंया सगंत िाज ू एकाि प्रमारात असतात का ? विविध आकृतया     
काढून पडताळा.
हाि गुरधम्व इतर िहुभुजाकृतींचया िाितीत तपासून पाहा.

qqq

आकृती 3.63
A

C

B

D

E
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वत्रकोराचया घटकािंी खालील मावहती वदली असता वत्रकोर काढरे.
• पाया, पायालगतिा एक कोन ि उरलेलया दोन िाजूंचया लांिीिी िेरीज
• पाया, पायालगतिा एक कोन ि उरलेलया दोन िाजूंतील िरक
• पररवमती ि पायालगतिे कोन

l

Q

BTA

आकृती 4.1

जरा आठवूया.

मागील इयततेत आपर खालील वत्रकोर रिना वशकलो आहोत.
* सि्व िाजूंिी लांिी वदली असता वत्रकोर काढरे.
* पाया ि तयाला समाविटि कररारे कोन वदले असता वत्रकोर काढरे.
* दोन िाजू ि तयांमधील समाविटि कोन वदला असता वत्रकोर काढरे.
* कर्व ि एक िाजू वदली असता काटकोन वत्रकोर काढरे.

लंबदुभाजकाचे प्रमेय
•		वदलेलया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकािरील प्रतयेक विंदू हा 

तया रेषाखंडाचया अंतयविंदंूपासून समान अंतरािर असतो. 

• रेषाखंडाचया अंतयविंदंूपासून समान अंतरािर असरारा
प्रतयेक विंदू रेषाखंडाचया टोकापंासून समदूर असतो.

जाणून घेऊया.

  वरिकोण रचना (Constructions of triangles)

 वत्रकोर रिना करणयासाठी आिशयक अशा तीन िािी लागतात. तीन कोन ि तीन िाजू यांपैकी िक्त दोन 
िािी वदलया आवर या वयवतररक्त तया वत्रकोरासंिंधी आरखी काही मावहती वदली तर तया मावहतीिा आवर वदलेलया 
दोन िािींिा उपयोग करून वत्रकोर कसा काढािा ते पाहू. 

एखादा विंदू दोन वभन्न रेषांिर असेल तर तो विंदू तया रेषािंा छेदनविंदू असतो या गरुधमा्विा पुढील रिनांमधये
अनेकदा उपयोग केला आहे.

चला, वशकूया.

4 वरिकोण रचना
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B

A

C

75°
6.3 सेमी

कच्ी आकृती 4.2

रचना I 
 वरिकोणाचा पाया, पायालगतचा एक कोन आवण उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीची बेरीज वदली असता  
 वरिकोण काढणे. 
उदा. D	ABC असा काढा की जयामधये BC = 6.3 सेमी, ÐB = 75° आवर AB + AC = 9 सेमी आहे. 
उकल	ः प्र्म अपेवषित वत्रकोरािी कच्ी आकृती काढू. 
सपष्ीकरण ः कचचया आकृतीत दाखिलयाप्रमारे 
 BC = 6.3 सेमी हा रेषाखंड प्र्म काढू. 
 विंदू B जिळ रेषाखंड BC शी 75° काेन  
 करराऱया वकररािर D विंदू असा घेऊ की 
 BD = AB + AC = 9 सेमी
 वकरर BD िर विंदू A शोधायिा आहे.
 BA + AD = BA + AC = 9
 \	AD = AC
 \	विंदू A हा रेख CD चया   
 लंिदुभाजकािर आहे. 
 \	वकरर BD ि रेख CD िा   
 लंिदुभाजक यािंा छेदनविंदू महरजे विंदू  
 A आहे.

कच्ी आकृती 4.3

A

B C

D

6.3 सेमी

9 
सेम

ी

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 6.3 सेमी काढा.
 (2) B विंदूपाशी 75° िा कोन  

 कररारा वकरर BP काढा.
 (3) वकरर BP िर 
  d(B,D) = 9 सेमी असा 
  D विंदू घया.
 (4) रेख DC काढा.
 (5) रेख DC  िा लंिदुभाजक  

 काढा.
 (6) रेख DC िा लंिदुभाजक ि  

 वकरर BP यांचया छेदनविंदूला 
  A नाि द्या.
 (7) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अपेवषित वत्रकोर  

 आहे. पक्ी आकृती 4.4

P

A

B C

D

75°

6.3 सेमी
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A

B

D

C40°

सरावसंच 4.1

1. D	PQR असा काढा की पाया QR = 4.2 सेमी, mÐQ = 40° आवर PQ + PR = 8.5 सेमी 
2. D	XYZ असा काढा की पाया YZ = 6 सेमी, XY + XZ = 9 सेमी. mÐXYZ = 50°
3. D	ABC असा काढा की पाया BC = 6.2 सेमी, mÐACB = 50°,  AB + AC = 9.8 सेमी
4. D	ABC असा काढा की पाया BC = 3.2 सेमी, ÐACB = 45° आवर D	ABC िी पररवमती 10 सेमी

रचना II 
 वरिकोणाचा पाया, उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीतील फरक आवण पायालगतचा एक कोन वदला असता 
वरिकोण काढणे.
उदा (1)D	ABC मधये BC = 7.5 सेमी, mÐABC = 40°, AB - AC = 3 सेमी तर D	ABC काढा.
उकल ः प्र्म कच्ी आकृती काढू.
सपष्ीकरण ः AB - AC = 3 सेमी \	AB > AC आहे.
 BC हा रेषाखंड काढू. रेख BC शी 40°	कोन 
 कररारा वकरर BL काढता येतो. तया वकररािर
  A विंदू शोधायिा आहे. BD = 3 सेमी असा 
 D विंदू तया वकररािर घेतला. आता, B-D-A 
 आवर BD = AB -AD = 3 आवर 
 AB - AC = 3 वदले आहे.
 \	AD = AC
 \	A हा विंदू रेख DC चया लंिदुभाजकािर आहे.
 \	विंदू A हा वकरर BL आवर रेख DC चया 
 लंिदुभाजकािा छेदनविंदू आहे.

कच्ी आकृती 4.5

A

B C
40°

7.5 सेमी

कच्ी आकृती 4.6

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 7.5 सेमी काढा.
 (2) B विंदूपाशी 40°	कोन कररारा वकरर  

 BL काढा.
 (3) वकरर BL िर D विंदू असा घया की 
  BD = 3 सेमी.
 (4) रेख CD काढून तयािा लंिदुभाजक काढा.
 (5) रेख CD िा लंिदुभाजक वकरर BL ला 
  जे्े छेदतो तया विंदूला A नाि द्या. 
 (6) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अपेवषित वत्रकोर आहे.

D

A

B C
40°

7.5 सेमी

L

पक्ीआकृती 4.7
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उदा. 2   D ABC मधये िाजू BC = 7 सेमी, ÐB = 40° आवर AC - AB = 3 सेमी तर D ABC काढा.
उकल ः  कच्ी आकृती काढू.

रचनेचया पायऱया
  (1) BC  हा  7 सेमी  लांिीिा  
  रेषाखंड काढा.
 (2) विंदू B पाशी 40° िा कोन  
  कररारा वकरर BT काढा.
 (3) वकरर BT चया विरूद् ध  
   वकरर BS िर विंदू D असा  
  घया की BD = 3 सेमी.
 (4) रेख DC िा लंिदुभाजक  
   काढा.
 (5) रेख DC िा लंिदुभाजक
  वकरर BT ला जे्े छेदतो तया 
  विंदूला A नाि द्या.
 (6) रेख AC काढा. 
  D ABC हा अपेवषित वत्रकोर  
  आहे. 

कच्ी आकृती 4.8

A

B C

40°
7 सेमी

 BC  =  7 सेमी  काढू.  AC > AB. BC या  
 रेषाखंडाचया B विंदूपाशी 40° िा कोन कररारा 
 वकरर BT काढता येतो. विंदू A या वकररािर  
 आहे. वकरर BT चया विरूद् ध वकररािर विंदू  
 D असा घया की, BD = 3 सेमी.
 आता AD = AB + BD = AB + 3 = AC 

(कारर AC - AB = 3 सेमी वदले आहे.) 
\ AD = AC

\ A हा विंदू रेख CD चया लंिदुभाजकािर आहे.

7 सेमी

A

B
C

S

D

T

40°

3 स
ेमी

पक्ी आकृती 4.10

सरावसंच 4.2

1. D XYZ असा काढा की YZ = 7.4 सेमी. mÐXYZ = 45° आवर XY - XZ = 2.7 सेमी. 
2. D PQR असा काढा की QR = 6.5 सेमी. mÐPQR = 40° आवर PQ - PR = 2.5 सेमी. 
3. D ABC असा काढा की BC = 6 सेमी. mÐABC = 100° आवर AC - AB = 2.5 सेमी. 

कच्ी आकृती 4.9

7 सेमीB C

D
S

A
T
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सपष्ीकरण ः या आकृतीत रेख BC िर विंदू P ि Q असे घेतले की,
 PB = AB, CQ = AC
 \	PQ = PB + BC + CQ = AB + BC +AC = 11.3 सेमी.
 आता DPBA मधये PB = BA
 \	ÐAPB = ÐPAB आवर ÐAPB + ÐPAB = िाह्यकोन ABC = 70°. . . . (दूरस्  
           आंतरकोनािे प्रमेय)
 \	ÐAPB = ÐPAB = 35° तयािप्रमारे ÐCQA = ÐCAQ = 30°
 आता PAQ हा वत्रकोर काढता येईल, कारर तयािे दोन कोन ि समाविटि िाजू PQ माहीत आहेत.
 मग BA = BP \ विंदू B रेख AP चया लंिदुभाजकािर आहे ि CA = CQ 
 \ विंदू C रेख AQ चया लंिदुभाजकािर आहे.
 \	AP ि AQ िे लंिदुभाजक काढा ि ते रेषा PQ ला जे् े छेदतील ते्े अनकु्मे B आवर C विंदू  
 वमळतात. 
रचनेचया पायऱया 

रचना  III
वरिकोणाची पररवमती आवण पायालगतचे दोनही कोन वदले असता वरिकोण काढणे. 
उदा.  D	ABC मधील AB + BC + CA = 11.3 सेमी, ÐB = 70°,	ÐC = 60° तर D	ABC काढा.
उकल ः कच्ी आकृती काढू. 

कच्ी आकृती 4.11

A

B CP Q
35° 70° 60° 30°

11.3 सेमी

(1)  रेख PQ हा 11.3 सेमी लािंीिा रेषाखंड काढा. 
(2)  विंदू P पाशी 35° मापािा कोन कररारा वकरर  
 काढा. 
(3)  विंदू Q पाशी 30° मापािा कोन कररारा वकरर  
 काढा.
(4) दोनही वकररांचया छेदनविंदूला A हे नाि द्या.

(5)  रेख AP ि रेख AQ िे लंिदुभाजक काढा. 
 ते रेषा PQ ला जया विंदंूत छेदतील तयांना  
 अनुक्मे B आवर C ही नािे द्या. 
(6)  रेख AB आवर रेख AC काढा.
	 D	ABC हा अपेवषित वत्रकोर आहे. 
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qqq

 संगरकािर या वत्रकोर रिना वजओवजब्रा या सटॉफटिेअरचया साहाययाने करून पाहावयात ि आनंद 
घयािा. रिना क्मांक 3 ही या सटॉफटिेअरमधये िेगळ्ाप्रकारे करून दाखिली आहे, ती रीतही अभयासािी.

पक्ी आकृती 4.12

35° 70° 60° 30°

A

B CP Q
11.3 सेमी

सरावसंच 4.3

1. D	PQR असा काढा, की ÐQ = 70°, ÐR = 80°	आवर PQ + QR + PR = 9.5 सेमी. 
2. D	XYZ असा काढा, की ÐY = 58°, ÐX = 46°	आवर वत्रकोरािी पररवमती 10.5 सेमी असेल.  
3. D	LMN असा काढा, की ÐM = 60°, ÐN = 80°	आवर LM + MN + NL = 11 सेमी.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4

1. D	XYZ असा काढा की XY + XZ = 10.3 सेमी, YZ = 4.9 सेमी, ÐXYZ = 45°
2. D	ABC असा काढा की ÐB = 70°, ÐC = 60°, AB + BC + AC = 11.2 सेमी.
3. जया वत्रकोरािी पररवमती 14.4 सेमी आहे आवर जयाचया िाजूंिे गुरोततर 2ः3ः4 आहे, असा वत्रकोर   
 काढा.
4. D	PQR असा काढा की PQ - PR = 2.4 सेमी, QR = 6.4 सेमी आवर ÐPQR = 55°.

ICT Tools or Links
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A

B

C

D

आकृती 5.1

जरा आठवूया.

1.�ABCD या िौकोनाचया संदभा्वत खालील जोडा वलहा.

लगतचया िाजूंचया जोडा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ...

(3) ... , ...    (4) ... , ...

लगतचया कोनांचया जोडा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ...

(3) ... , ...    (4) ... , ...

संमुख िाजूंचया जोडा  (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 
संमुख कोनांचया जोडा (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 

आठिा पाहू माझा प्रकार आवर माझे गुरधम्व

• समांतरभुज िौकोन
• समांतरभुज िौकोनाचया कसोट्ा
• समभुज िौकोन

• वत्रकोराचया दोन िाजूंचया 
मधयविंदंूिे प्रमेय

• आयत
• िौरस
• समलंि िौकोन

मी िौकोन आहे

माझया संमुख िाजूंचया 
दोनही जोडा समांतर

माझे सि्व कोन 
काटकोन

माझया सि्व िाजू 
समान लंािीचया

माझे सि्व कोन समान, 
सि्व िाजू समान

माझे गरुधम्व माझे गुरधम्व माझे गुरधम्व माझे गरुधम्व

• संमुख िाजू एकरूप
•	संमुखकोन  . . . . 
•	कर्व  . . . . 

•	संमुख िाजू . . . . 
•	कर्व . . . . .

•	संमुख कोन . . . . 
•	कर्व . . . . .

•	कर्व . . . . .

माझया संमुख भुजांिी एकि जोडी समांतर 

चला, वशकूया.

5 चौकाेन



58

रीत II ः
	 y	रेख AB आवर रेख BC हे कोरतयाही लांिीिे, 
  एकमेकांशी कोरतयाही मापािा कोन कररारे  
  रेषाखंड काढू. 
 • कंपासमधये BC हे अंतर घेऊन आवर विंदू A  
  केंद्र घेऊन एक कंस काढू. 
 • कंपासमधये AB हे अंतर घेऊन, विंदू C केंद्र  
  घेऊन पवहलया कंसाला छेदरारा कंस काढू. 
 •	कंसांचया छेदनविंदूला D नाि देऊ. 
  रेख AD आवर रेख CD जोडू. 
  तयार झालेला �ABCD हा समांतरभुज   
  िौकोन असेल. 

A

B C

D

आकृती 5.3

िौकोनािे िेगिेगळे प्रकार आवर तयांिे गुरधम्व तुमहालंा माहीत आहेत. िाजू ि कोन मोजरे, घडा घालरे 
अशा कृतींतून ते तुमही जारून घेतले आहे. हे गरुधम्व तका्वने कसे वसद्ध होतात हे आता आपर अभयासरार 
आहोत.

एखादा गुरधम्व तका्वने वसद्ध केला की तया गरुधमा्वला प्रमये महरतात. 
आयत, समभुज िौकोन आवर िौरस हे विवशटि असे समांतरभुज िौकोनि असतात. कसे, हे या पाठािा 

अभयास करताना तुमहालंा समजेल. महरून अभयासािी सुरुिात समांतरभुज िौकोनापासून करू. 

  
जाणून घेऊया.

समांतरभुज चौकोन (Parallelogram)
जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया दोनही जोडा समांतर असतात, तया िौकोनाला समांतरभुज िौकोन असे

महरतात.
प्रमये वसद्ध करताना, उदाहररे सोडिताना या िौकोनािी आकृती िारंिार काढािी लागते. महरून ही आकृती 

कशी काढता येते हे पाहू. 
 समजा आपलयाला �ABCD हा समांतरभुज िौकोन काढायिा आहे. 
रीत I ः 
 •	 प्र्म AB आवर BC हे कोरतयाही लांिीिे,  
  एकमेकांशी कोरतयाही मापािा कोन कररारे  
  रेषाखंड काढू. 
	 y	अाता रेख AD आवर रेख BC समांतर असले  
  पावहजेत. महरून विंदू A मधून रेख BC ला  
  समांतर रेषा काढू. 
	 y	तसेि रेख AB ।। रेख DC, महरून विंदू C मधून रेख AB ला समांतर रेषा काढू. 
  दोनही रेषा जया विंदूत छेदतील, तो विंदू D असरार. महरून तयार झालेला िौकोन ABCD हा समांतरभुज 
  िौकोन असरार. 

A D

CB आकृती 5.2
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आकृती 5.6

A

B C

C

D

A

आकृती 5.4A

A
A

D

D

B

B

I

II

C
C C

दुसऱया रीतीने काढलेलया िौकोनात आपर संमुख िाजू समान असलेला िौकोन काढलेला आहे. 
याचया संमुख िाजू समांतर का येतात, हे एका प्रमेयाचया वसद्धतेनंतर तुमहांला समजेल. 

कृती I लगतचया िाजू िेगिेगळ्ा लांिीचया आवर तयामधील कोन िेगिेगळ्ा मापांिे घेऊन 
पाि िेगिेगळे समांतरभुज िौकोन काढा. 

समांतरभुज िौकोनािी प्रमेये वसद्ध करणयासाठी एकरूप वत्रकोरांिा उपयोग होतो. तो कसा करून 
घयायिा हे समजणयासाठी पुढील कृती करा. 

 कृती II 
• एका जाड कागदािर �ABCD हा समांतरभुज

िौकोन काढा. तयािा कर्व AC काढा. आकृतीत 
दाखिलयाप्रमारे वशरोविंदंूिी नािे िौकोनाचया 
आतही वलहा. 

• कर्व AC िर घडी घालून DADC आवर
DCBA एकमेकांशी तंतोतंत जुळतात का हे पाहा. 

• �ABCD तयाचया AC करा्विर कापून
DADC आवर DCBA िेगळे करा. DCBA 
विरिून घेऊन DADC शी तंतोतंत जुळतो का ते 
पाहा. 

काय आढळले? DCBA चया कोरतया िाजू 
DADC चया कोरतया िाजूंशी जुळलया? DCBA 
िा कोरता कोन DADC चया कोरतया कोनाशी 
जुळला? 

 िाजू DC ही िाजू AB शी आवर िाजू AD 
ही िाजू CB शी तंतोतंत जुळते. तसेि Ð	B हा 
Ð	D शी जुळतो. 

 महरजेि समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजू ि संमुख कोन एकरूप आहेत असे वदसते. समांतरभुज 
िौकोनािे हेि गुरधम्व आपर वसद्ध करूया. 

A

D

B

B
C

आकृती 5.5
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R

S
O

P

Q
आकृती 5.8

X

X

C

A

D

B

´°

°
´

आकृती 5.7

प्रमेय 1. समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूप असतात ि संमुख कोन एकरूप असतात. 
  पक् ः �ABCD समांतरभुज िौकोन आहे. 
         महरजेि िाजू AB ।। िाजू DC, िाजू AD ।। िाजू BC.
  साधय ः रेख AD @ रेख BC ; रेख DC @ रेख AB
          ÐADC @	ÐCBA, आवर ÐDAB @	ÐBCD.
  रचना ः कर्व AC काढा.

वसद् धता ः रेख DC ।। रेख AB ि कर्व AC ही छवेदका.
	 	 \	ÐDCA @ ÐBAC ................(1) 
  आवर ÐDAC @ ÐBCA ..............(2)  
	   आता, DADC ि DCBA यांमधये,
  ÐDAC @ ÐBCA .......... विधान (2) िरून
  ÐDCA @ ÐBAC .......... विधान (1) िरून
  िाजू AC @	िाजू CA ........ सामाईक िाजू
	 	 \ DADC @	DCBA ...... कोिाको कसोटी
	 	 \िाजू AD @	िाजू CB  .... एकरूप वत्रकोरांचया संगत िाजू
  आवर िाजू DC @	िाजू AB ........ एकरूप वत्रकोरांचया संगत िाजू
  तसिे, ÐADC @ ÐCBA ......... एकरूप वत्रकोरािे संगत कोन 
  याप्रमारेि ÐDAB @ ÐBCD  हे वसद् ध करता येईल.

ववचार करूया
िरील प्रमेयात ÐDAB @ ÐBCD  हे वसद् ध करणयासाठी रिनेत काही िदल करािा लागेल का? तो िदल 
करून वसद्धता कशी वलवहता येईल? 

 समांतरभुज िौकोनािा आरखी एक गरुधम्व समजून घेणयासाठी पुढील कृती करा.

 कृती  ः �PQRS हा कोरताही एक समांतरभुज  
  िौकोन काढा. कर्व PR आवर कर्व QS  
  काढून तयाचंया छेदनविंदूला O हे नाि द्या.  
  प्रतयेक करा्वचया झालेलया दोन भागांचया  
  लांिीिी तुलना कक्कटकाचया साहाययाने करा. 
  काय आढळले? 

}..... वयुतक्म कोन
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प्रमेय ः समांतरभुज िौकोनािे कर्व परसपरांना दुभागतात. 

  पक् ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
    कर्व PR ि कर्व QS हे O विंदूत छेदतात. 
  साधय ः रेख PO @	 रेख RO, 	 रेख SO @	 रेख QO

वसद् धता ः DPOS ि DROQ मधये
   ÐOPS @ ÐORQ .......... वयुतक्म कोन
   िाजू PS @ िाजू RQ ......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा
   ÐPSO @ ÐRQO .......... वयुतक्म कोन
   \DPOS @	DROQ .......  कोिाको कसोटी
   \रेख PO @	 रेख RO ..............
   आवर रेख SO @	 रेख QO ..........

हे लक्ात ठेवूया.

 • समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूप असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूप असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे कर्व परसपरांना दुभागतात.

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. PQ = 3.5, PS = 5.3 ÐQ = 50° तर �PQRS चया 
  इतर िाजूंचया लािंी आवर कोनािंी मापे काढा. 
उकल ः	�PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
   \Ð	Q + Ð	P = 180°	 ........आंतरकोन  
	 		 \ 50°	+ Ð	P = 180°
	 		 \	Ð	P = 180° - 50°	=	130°  
	 		 आता, Ð	P = Ð	R आवर  Ð	Q = Ð	S	 ........समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन 
	 		 \	Ð R = 130°	आवर  Ð	S = 50°
	 		 तसेि, PS = QR आवर PQ = SR ........समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा. 
   \	QR = 5.3 आवर SR = 3.5

R

S
O

P

Q
आकृती 5.9

X

X

}..... एकरूप वत्रकोराचया संगत भुजा

आकृती 5.10

5.3 SP

RQ
50°

3.
5
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उदा (2) �ABCD समांतरभुज आहे. �ABCD मधये Ð	A = (4x +13)° आवर Ð	D = (5x -22)°	
तर Ð	B आवर Ð	C यांिी मापे काढा. 

उकल ः समांतरभुज िौकोनािे लगतिे कोन पूरक असतात. 
	 	 	 Ð	A आवर Ð	D हे लगतिे कोन आहेत.  
   \ (4x +13)°+	 (5x - 22)°	 =	180 
   \ 9x - 9 = 180
   \ 9x = 189
   \ x = 21
   \ Ð	A = 4x +13 = 4 ´	21 + 13 = 84+13 = 97°	\	Ð	C = 97°
     Ð	D = 5x - 22 = 5 ´	21 - 22 = 105 - 22 = 83°	\	Ð	B = 83°

सरावसंच  5.1

1. समांतरभुज �WXYZ िे कर्व विंदू O मधये छेदतात. ÐXYZ = 135° तर ÐXWZ = ?, 
 ÐYZW = ? जर l(OY)= 5 सेमी तर l(WY)= ?

2. समांतरभुज �ABCD मधये ÐA = (3x + 12)°,	ÐB = (2x - 32)°	तर x िी वकंमत काढा,  
तयािरून ÐC आवर ÐD िी मापे काढा. 

3. एका समांतरभुज िौकोनािी पररवमती 150 सेमी आहे आवर एक िाजू दुसरीपेषिा 25 सेमी मोठी आहे.  
तर तया समांतरभुज िौकोनाचया सि्व िाजूंिी लांिी काढा. 

4. एका समांतरभुज िौकोनाचया लगतचया दोन कोनांिे गुरोततर 1 ः 2 आहे. तर तया समांतरभुज िौकोनाचया 
 सि्व कोनािंी मापे काढा. 

5*.  समांतरभुज �ABCD िे कर्व परसपरांना विंदू O मधये छेदतात. जर AO = 5, BO = 12 आवर  
AB = 13 तर �ABCD समभुज आहे हे दाखिा. 

6.  आकृती 5.12 मधये �PQRS ि �ABCR हे 
 दोन समांतरभुज िौकोन आहेत. ÐP = 110°	
	 तर �ABCR चया सि्व कोनािंी मापे काढा. 

7.  आकृती 5.13 मधये �ABCD समांतरभुज 
िौकोन  आहे. वकरर AB िर विंदू E असा आहे 
की BE = AB. तर वसद्ध करा, की रेषा ED 
ही रेख BC ला F मधये दुभागते. 

A

B
C

P Q

RS

आकृती 5.12

110°

CD

E

F

BA

आकृती 5.13

आकृती 5.11

5x - 22

4x +13
A B

CD
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आकृती 5.14

P

Q R

S

P

Q R

S

आकृती 5.15

जरा आठवूया.

समांतर रेषांचया कसोट्ा
1. जर दोन रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता होराऱया संगत कोनािी एक जोडी एकरूप असेल, तर तया  
 दोन रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
2. जर दोन रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूप असेल, तर तया दोन  
 रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
3. जर दोन रेषांना एका छेवदकेने छेदले असता आंतरकोनािंी एक जोडी पूरक असेल, तर तया दोन रेषा  
 एकमेकींना समांतर असतात. 

जाणून घेऊया.

समांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा (Tests for parallelogram)
समजा, �PQRS मधये PS = QR आवर PQ = SR
आहे. �PQRS हा समांतरभुज आहे हे वसद्ध करायिे 
आहे. तयासाठी या िौकोनाचया िाजूंचया कोरतया जोडा 
समांतर आहेत असे दाखिािे लागेल?
तयासाठी समांतर रेषािंी कोरती कसोटी उपयोगी पडेल? 
कसोटीसाठी आिशयक असरारे कोन वमळिणयासाठी 
कोरती रेषा छेवदका महरून घेरे सोईिे होईल? 

प्रमेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूप असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �PQRS मधये 
  िाजू PS @  िाजू QR
  िाजू PQ @	िाजू SR
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज आहे. 
रचना ः कर्व PR काढला. 
वसद्धता ः D	SPR ि D	QRP मधये, 
  िाजू SP @  िाजू QR ........(पषि)
  िाजू SR  @ िाजू QP ........ (पषि) 
  िाजू PR  @ िाजू RP ........ सामाईक िाजू 
  \D	SPR @ D	QRP ...... िािािा कसोटी 
   \Ð	SPR @ Ð	QRP ....... एकरूप वत्रकोरांिे संगत कोन 
  तसिे ÐPRS @ ÐRPQ ..... एकरूप वत्रकोरांिे संगत कोन
 ÐSPR आवर ÐQRP हे रेख PS आवर रेख QR यांचया PR या छेवदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
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पक् ः �EFGH मधये Ð	E @	Ð	G 
  आवर Ð.......... @	Ð..........
साधय ः �EFGH हा ............ 

वसद्धता ः Ð	E = Ð	G = x आवर Ð	H = Ð	F = y मानू. 
  िौकोनाचया कोनांचया मापांिी िेरीज ........ असते. 
  \	Ð	E + Ð	G + Ð	H + Ð	F = .........
  \	x + y + .......... + .......... = ..........
  \	�x + �y = .....
  \	x + y = 180°
  \	Ð	G + Ð	H = ..........
  रेख HE आवर रेख GF यांना छेवदका HG ने छेदलयामुळे Ð	G आवर Ð	H हे आंतरकोन तयार 
  झाले आहेत. 
  \	िाजू HE || िाजू GF .......... (I) समांतर रेषािंी आंतरकोन कसोटी.
  तयािप्रमारे  Ð	G + Ð	F = ..........
  \	िाजू .......... || िाजू .......... .......... (II) समांतर रेषािंी आंतरकोन कसोटी.
  \	 (I) ि (II) िरून �EFGH हा .................... आहे. 

G F

EH

आकृती 5.16

 \	िाजू PS || िाजू QR ......(I) समांतर रेषािंी वयुतक्म कोन कसोटी. 
 तसेि ÐPRS आवर ÐRPQ हे रेख PQ आवर रेख SR यांचया PR या छेवदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
 \	िाजू PQ || िाजू SR ......(II) समांतर रेषािंी वयुतक्म कोन कसोटी.
 \	 (I) ि (II) िरून �PQRS हा समांतरभुज आहे. 

समांतरभुज िौकोन काढणयाचया दोन रीती सुरुिातीला वदलया आहेत. दुसऱया रीतीत प्रतयषिात संमुख िाजू 
समान असलेला िौकोन काढला आहे. असा िौकोन समांतरभुज का असतो, हे आता लषिात आले का? 

प्रमेय ः िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूप असतील तर तो समांतरभुज िाैकोन असतो. 
 खाली वदलेलया पषि, साधय आवर वसद्धतेतील ररकामया जागा भरा. 
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A B

CD

E

आकृती 5.17

आकृती 5.18
AB

C D

प्रमेय ः िौकोनािे कर्व परसपरांना दुभागत असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �ABCD िे कर्व परसपरांना विंदू E मधये दुभागतात. महरजिे रेख AE @  रेख CE
  रेख BE @	 रेख DE
साधय ः �ABCD हा समांतरभुज आहे. 
वसद्धता ः पुढील प्रशनांिी उततरे शोधा आवर वसद्धता तुमही सितः वलहा. 

1. रेख AB ||	 रेख DC हे वसद्ध करणयासाठी वयुतक्म 
कोनािंी कोरती जोडी एकरूप दाखिािी लागेल? 
वयुतक्म कोनािंी ती जोडी कोरतया छेवदकेमुळे वमळेल?

2. वयुतक्म कोनांचया वनिडलेलया जोडीतील कोन हे कोरकोरतया वत्रकोरांिे कोन आहेत? 
3. तयांपैकी कोरते वत्रकोर कोरतया कसोटीने एकरूप होतात? 
4. याप्रमारे वििार करून रेख AD ||	 रेख BC हे वसद्ध करता येईल ना? 

एखादा चौकोन समांतरभुज आहे असे वसद्ध करायचे असते तेवहा वरील प्रमेये उपयोगी पडतात. 
महणून या प्रमेयांना समांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा महणतात. 

आरखी एक प्रमेय समांतरभुज िौकोनािी कसोटी महरून उपयोगी पडते. 
प्रमेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूंिी एक जोडी एकरूप आवर समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज  
  असतो. 
पक् ः �ABCD मधये रेख CB @	 रेख DA आवर रेख CB ||	 रेख DA
साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 
रचना ः कर्व BD काढला. 
  खाली ्ोडकयात वदलेली वसद्धता तुमही विसताराने वलहा. 
      D	CBD @ D	ADB .......िा-को-िा कसोटी. 
  \	ÐCDB @ ÐABD ..... एकरूप वत्रकोरांिे संगत कोन. 
  \	 रेख CD ||	 रेख BA ..... समांतर रेषािंी वयुतक्म कोन कसोटी. 

हे लक्ात ठेवूया.

 � जया िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूप असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
 � जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूप असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � जया िौकोनािे कर्व परसपरांना दुभागतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एक जोडी एकरूप आवर समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 

 या प्रमेयांना समांतरभुज िौकोनाचया कसोट्ा महरतात. 

ववचार करूया
िहीमधील छापलेलया रेषा एकमेकींना समांतर असतात. या रेषािंा उपयोग करून एखादा समांतरभुज िौकोन 
कसा काढता येईल? 

 �. 

 �. 

 �. 

 �. 
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सोडवलेली उदाहरणे -
उदा (1)  �PQRS हा समांतरभुज आहे. िाजू PQ िा मधयविंदू  M आवर िाजू RS िा मधयविंदू N आहेे 

तर �PMNS आवर �MQRN समांतरभुज आहेत हे वसद्ध करा. 
पक् ः �PQRS समांतरभुज आहे. िाजू PQ आवर 

िाजू RS यािंे अनुक्मे M आवर N हे 
मधयविंदू आहेत. 

साधय ः �PMNS समांतरभुज आहे.
  �MQRN समांतरभुज आहे.
वसद्धता ः िाजू PQ || िाजू SR
  \	िाजू PM || िाजू SN ...... ( P-M-Q; S-N-R) ......(I)
   तसेि िाजू PQ = िाजू SR.

  \	
1

2
िाजू PQ = 	

1

2
िाजू SR

    \	िाजू PM = िाजू SN ..... ( M ि N हे मधयविंदू अाहेत.)......(II)
  \	 (I) ि (II) िरून �PMNQ  हा समांतरभुज आहे, 
  तयािप्रमारे �MQRN समांतरभुज आहे हे वसद्ध करता येईल. 
उदा (2) D	 ABC चया िाजू AB आवर AC यांिे अनकु्मे D ि E हे मधयविंदू आहेत. वकरर ED िर 
 विंदू F असा आहे, की ED = DF. तर वसद्ध करा, �AFBE हा समांतरभुज आहे. 
 या उदाहररासाठी पषि आवर साधय तुमही वलहा आवर वसद्धतेतील ररकामया जागा भरून ती पूर्व करा. 
पक् ः -------------------
साधय ः ----------------------
वसद्धता ः रेख AB आवर रेख EF हे �AFBE िे  आहेत. 
  रेख AD @ रेख DB.......
  रेख  @ रेख .......रिना.
  \	�AFBE िे कर्व परसपरांना 
  \	  कसोटीने �AFBE समांतरभुज आहे. 

उदा (3)  कोरताही समभुज िौकोन हा समांतरभुज असतो हे वसद्ध करा. 

पक् ः �ABCD समभुज आहे

साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 

वसद्धता ः िाजू AB = िाजू BC = िाजू CD = िाजू DA (पषि) 
  \िाजू AB = िाजू CD आवर िाजू BC = िाजू AD
  \	�ABCD समांतरभुज आहे..... (समांतरभुज िौकोनािी संमुख भुजा कसोटी)

आकृती 5.19

P

Q R

S

M N

आकृती 5.20

A

B C

D
E

F

आकृती 5.21
A

B C

D
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E F

G

D

H

1. आकृती 5.22 मधये, �ABCD हा समांतरभुज 
आहे. विंदू P ि विंदू Q हे अनुक्म े िाजू AB ि 
िाज ू DC यांिे मधयविंदू आहेत तर वसद्ध करा 
की, �APCQ समांतरभुज आहे. 

2. कोरताही आयत समांतरभुज असतो, हे वसद्ध करा. 

3. आकृती 5.23 मधये, विंदू G हा D DEF िा 
मधयगा संपात आहे. वकरर DG िर विंदू H असा 
घया, की D-G-H आवर DG = GH, 
तर वसद्ध करा �GEHF समांतरभुज आहे. 

4*. समांतरभुज िौकोनाचया िारही कोनांचया 
दुभाजकांमुळे तयार झालेला िौकोन आयत असतो, 
हे वसद् ध करा. (आकृती 5.24)

5. शेजारील आकृती 5.25 मधये  �ABCD ह्या 
समांतरभुज िौकोनाचया िाजूंिर P, Q, R, S विंदू 
असे आहेत की, AP = BQ = CR = DS तर 
वसद्ध करा, की �PQRS हा समांतरभुज िौकोन 
आहे. 

आकृती 5.22

A

B C

D

P Q

आकृती 5.23

A
P

B

R
C

S

D

Q

आकृती 5.24

आकृती 5.25

PA

R

B

S

CD

Q

सरावसंच  5.2

जाणून घेऊया.

                      आयत, समभुज चौकोन आवण चौरस यांचे ववशेष गुणधम्म 
                     

(Properties of rectangle, rhombus and square)

आयत, समभुज िौकोन आवर िौरस हे समांतरभुज िौकोनही असतात. तयामुळे संमुख िाजू समान असरे, संमुख 
कोन समान असरे आवर कर्व परसपरांना दुभागरे हे गुरधम्व या वतनही प्रकारचया िौकोनांत असतात. 
परंतु यापेषिा काही अवधक गुरधम्व या प्रतयेक प्रकारचया िौकोनात असतात. ते आपर पाहू. 
या गुरधमायंचया वसद्धता पुढे ्ोडकयात वदलया आहेत. वदलेलया पायऱया वििारात घेऊन तुमही तया वसद्धता 
विसताराने वलहा.
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पषि}

 y आयतािे कर्व एकरूप असतात. 
 y समभजु िौकोनािे कर्व परसपरािें लंिदुभाजक 

असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कर्व संमुख कोन 

दुभागतात.

 y िौरसािे कर्व एकरूप असतात. 
 y िौरसािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक 

असतात. 
 y िौरसािे कर्व संमुख कोन दुभागतात. 

प्रमेय ः आयतािे कर्व एकरूप असतात. 
पक् ः �ABCD हा आयत आहे. 
साधय ः कर्व AC @	कर्व BD
वसद्धता ः ्ोडकयात वदलेली वसद् धता काररे देऊन पूर्व करा.
	 	 D	ADC @ D	DAB ...... िाकोिा कसोटी. 
  कर्व AC @	कर्व BD..... (एकरूप वत्रकोरांचया संगत िाजू) 

प्रमेय ः िौरसािे कर्व एकरूप असतात. 
  पषि, साधय आवर वसद्धता तुमही वलहा. 

प्रमेय ः समभुज िौकोनािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतात. 
पक् ः �EFGH समभुज आहे. 
साधय ः (i) कर्व EG हा कर्व HF िा लंिदुभाजक आहे. 
  (ii) कर्व HF हा कर्व EG िा लंिदुभाजक आाहे. 
वसद्धता ः (i) रेख EF @	 रेख EH 
       रेख GF @	 रेख GH 
  रेषाखंडाचया टोकापंासून समदूर असरारा प्रतयेक विंदू तया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकािर असतो. 
  \	 विंदू E ि विंदू G हे रेख HF चया लंिदुभाजकािर आहेत. 
  दोन वभन्न विंदंूतून एक आवर एकि रेषा जाते. 
  \	 रेषा EG ही कर्व HF िी लंिदुभाजक रेषा आहे. 
  \	कर्व EG हा कर्व HF िा लंिदुभाजक आहे.
  (ii) याप्रमारेि कर्व HF हा कर्व EG िा लंिदुभाजक आहे हे वसद्ध करता येईल. 
पुढील प्रमेयांचया वसद्धता तुमही वलहा. 

 y िौरसािे कर्व परसपरांिे लंिदुभाजक असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कर्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 
 y िौरसािे कर्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 

हे लक्ात ठेवूया.

A

B C

D

आकृती 5.26

E

F

G

H

आकृती 5.27

y

y
y

y
y

y

y
y

y
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सोितचया आकृतीत �ABCD चया िक्त AB आवर 
DC याि िाजू एकमेकींना समांतर आहेत. महरजे हा 
समलंि िौकोन आहे. 
समांतर रेषांचया गुरधमा्वनुसार ÐA आवर ÐD ही 
लगतचया कोनांिी जोडी पूरक आहे. तसिे ÐB आवर 
ÐC ही लगतचया कोनािंी जोडीसुद्धा पूरक आहे. 
समलंि िौकोनात लगतचया कोनांचया दोन जोडा 
पूरक असतात. 
समलंि िौकोनाचया समांतर नसलेलया (असमांतर) 
िाजूंिी जोडी एकरूप असेल तर तया िौकोनाला 
समद् ववभुज समलंब चौकोन (Isosceles 
trapezium) महरतात. 

समलंब चौकोनाचया असमांतर बाजूंचे मधयवबंदू जोडणाऱया 
रेषाखंडाला तया समलंब चौकोनाची मधयगा महणतात.

आकृती 5.28
CD

BA

सरावसंच  5.3

1. �ABCD या आयतािे कर्व O मधये छेदतात. जर AC = 8 सेमी, तर BO = ?
 जर ÐCAD = 35° तर ÐACB = ? 
2.  �PQRS या समभुज िौकोनात जर PQ = 7.5 सेमी, तर QR = ?
 जर ÐQPS = 75° तर ÐPQR = ?, ÐSRQ = ? 
3.  � IJKL या िौरसािे कर्व परसपरांना विंदू M मधये छेदतात. तर ÐIMJ, ÐJIK आवर ÐLJK यािंी  
 मापे ठरिा. 
4.  एका समभुज िौकोनाचया करायंिी लांिी अनुक्मे 20 सेमी, 21 सेमी आहे, तर तया िौकोनािी िाजू ि 

पररवमती काढा. 
5. खालील विधाने सतय की असतय हे सकारर वलहा.
 (i) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन समभुज िौकोन असतो. (ii) प्रतयेक समभुज िौकोन हा आयत असतो.
 (iii) प्रतयेक आयत हा समांतरभुज िौकोन असतो.   (iv) प्रतयेक िौरस हा आयत असतो.
 (v) प्रतयेक िौरस हा समभुज िौकोन असतो.    (vi) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन आयत असतो. 

जाणून घेऊया.

समलंब चौकोन (Trapezium) 
जया िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एकि जोडी समांतर असते, तया िौकोनाला समलंि िौकोन महरतात. 

P Q

RS आकृती 5.29
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सोडवलेली उदाहरणे ः 
उदा (1) �ABCD चया कोनांिी मापे 4 ः 5 ः 7 ः 8 या प्रमारात आहेत. तर �ABCD समलंि आहे, हे 
      दाखिा.  
उकल ः समजा, ÐA,	ÐB, ÐC, ÐD यांिी मापे अनुक्म े
  (4x)°, (5x)°, (7x)°, ि (8x)° असे मानू. 
  िौकोनाचया  सि्व कोनांचया मापांिी िेरीज 360° असते. 
	 	\	4x + 5x + 7x + 8x = 360
  \	24x = 360    \	x = 15
  ÐA = 4 ´ 15 = 60°,  ÐB = 5 ´ 15 = 75°,  ÐC = 7 ´ 15 = 105°, 
   आवर  ÐD = 8 ´ 15 = 120°
  आता,  ÐB + ÐC = 75° + 105°= 180°
   \	िाज ूCD ||	िाज ूBA...... (I) 
  परंत ुÐB + ÐA = 75°+ 60°= 135°	¹	180°	

	 	\	िाजू BC आवर िाजू AD एकमेकींना समांतर नाहीत. .........(II)
  \	�ABCD हा समलंि िौकोन आहे. ..........(I) ि (II) िरून 

उदा (2) समलंि �PQRS मधये िाजू PS ||	िाजू QR आवर िाजू PQ @	िाजू SR, 
      िाजू QR > िाजू PS तर वसद्ध करा ÐPQR @	ÐSRQ 
पक् ः �PQRS मधये िाज ू PS ||	िाजू QR 
  आवर िाज ू PQ @	िाजू SR
साधय ः ÐPQR @	ÐSRQ
रचना ः विंदू S मधून िाजू PQ ला समांतर रेषाखंड काढला. 
  तो िाज ूQR ला T मधये छेदतो. 
वसद्धता ः �PQRS मधये, 
  रेख PS ||	 रेख QT ........पषि आवर  Q-T-R   
  रेख PQ ||	 रेख ST ........रिना
	 	 \	�PQTS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \ÐPQT @ ÐSTR ..... संगत कोन (I)
  तसेि रेख PQ @	 रेख ST 
  परंतु रेख PQ @	 रेख SR ......(पषि)
  \	 रेख ST @	 रेख SR 
  \ÐSTR @ ÐSRT.....समद् विभुज वत्रकोरािे प्रमेय (II)
  \ÐPQT @ ÐSRT .......(I) ि (II) िरून. 
  \	ÐPQR @	ÐSRQ ........ Q-T-R. 
  यािरून वसद् ध होते, की समद् विभुज समलंि िौकोनािे पायालगतिे कोन एकरूप असतात.

आकृती 5.31

P

Q R

S

T

आकृती 5.30

D C

BA
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सरावसंच  5.4

1. �IJKL मधये िाजू IJ ||	 िाजू KL असून ÐI = 108° ÐK = 53° तर ÐJ आवर ÐL यािंी  
मापे काढा. 

2. �ABCD मधये िाजू BC ||	 िाजू AD असून  िाजू AB @ िाजू DC जर ÐA = 72°  
 तर ÐB, आवर ÐD यांिी मापे ठरिा. 

3. आकृती 5.32 मधील �ABCD मधये िाजू BC < िाजू AD असून 
 िाजू BC ||	िाजू AD आवर जर 
 िाजू BA @	िाजू CD 
 तर ÐABC @ ÐDCB हे वसद्ध करा. 

जाणून घेऊया.

 वरिकोणाचया दोन बाजूंचया मधयवबंदूंचे प्रमेय (Theorem of midpoints of two sides of a triangle)
ववधान ः वत्रकोराचया कोरतयाही दोन िाजूंिे मधयविंदू जोडरारा रेषाखंड वतसऱया िाजूला समांतर असतो ि 
  तया िाजूचया वनममया लािंीिा असतो. 
पक् ः D	ABC मधये विंदू P हा रेख AB िा 
  मधयविंदू ि विंदू Q हा रेख AC िा मधयविंदू 
  आहे. 
साधय ः रेख PQ || रेख BC 
  आवर PQ = 1

2
 BC

रचना ः रेख PQ हा R पययंत असा िाढिा की PQ = QR 
  रेख RC काढा. 
वसद्धता ः D	AQP ि D	CQR मधये
  रेख PQ @	 रेख QR ...... रिना
  रेख AQ @	 रेख QC ...... Q हा AC िा मधयविंदू. 
	 	 ÐAQP @ ÐCQR ..... परसपर विरुद्ध कोन. 
	 	 \	D	AQP @ D	CQR ....... िाकोिा कसोटी
	 	 ÐPAQ @ ÐRCQ .....    (1) एकरूप वत्रकोरांिे संगत कोन. 
	 	 \	 रेख AP @	 रेख CR ......(2) एकरूप वत्रकोरांचया संगत भुजा
  विधान (1) िरून रेषा AB || रेषा CR.........वयुतक्म कोन कसोटी.
  विधान (2) िरून रेख AP @ रेख CR
  परंतु रेख AP @ रेख PB @ रेख CR आवर	 रेख PB || रेख CR
	 	 \	�PBCR हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \	 रेख PQ ।। रेख BC आवर PR = BC ..... कारर संमुख िाजू समान लािंीचया असतात. 

आकृती 5.32
A

B C

D

P Q

A

B C

आकृती 5.33
A

B C

P Q R

आकृती 5.34



72

रचना ः  q~Xy C _YyZ aoI AB bm g_m§Va aofm H$mT>m. hr aofm, aofm l bm Á`m q~XyV N>oXVo, 

          Ë`m q~Xybm F Zmd Úm.  

वसद्धता ः रेषा l || रेख BC (पषि) आवर केलेली रिना यांिा उपयोग करून �BCFD हा समांतरभुज िौकोन 
  आहे, हे दाखिा. 
  D ADE @ D CFE हे वसद्ध करा आवर तयािरून साधय वसद्ध करा. 

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) D ABC चया िाजू AB ि AC िे अनुक्मे विंदू E ि F हे मधयविंदू आहेत. जर EF = 5.6 तर 
 BC िी लांिी काढा. 
उकल ः D ABC मधये विंदू E ि विंदू F हे अनुक्मे 
 िाजू AB ि िाजू AC िे मधयविंदू आहेत. 
 EF = 1

2
 BC .......मधयविंदूिे प्रमेय. 

 5.6 = 1
2

 BC     \ BC = 5.6 ´ 2 = 11.2

उदा (2) काेरतयाही िौकोनाचया िाजंूिे मधयविंदू क्माने जोडून होरारा िौकोन समांतरभुज िौकोन असतो हे       
वसद्ध करा. 
पक् ः �ABCD  चया िाजू AB, BC, CD ि 
  AD िे मधयविंदू अनुक्मे P, Q, R, S आहेत.
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
रचना ः कर्व BD काढा. 

A

B

C

P

Q

R

S

D आकृती 5.37

A

B C

E F

आकृती 5.36

आकृती 5.35

A

B C

E FD
l

  आहे.विंदू D मधून जारारी िाजू BC ला 
  समांतर असरारी रेषा l ही िाजू AC ला 
  विंदू E मधये छेदते. 

साधय ः AE = EC 

  PQ = 1
2

 PR  ...... रिना

  \ PQ = 1
2

 BC      a  PR = BC 

 वरिकोणाचया दोन बाजूंचया मधयवबंदूंचया प्रमेयाचा वयतयास 

प्रमेय ः वत्रकोराचया एका िाजूचया मधयविंदूतून जारारी ि दुसऱया िाजूला समांतर असरारी रेषा वतसऱया  
  िाजूला दुभागते. 

  या विधानासाठी आकृती, पषि, साधय, रिना वदलेली आहे. तयािरून तया विधानािी वसद्धता  
  वलवहणयािा प्रयतन करा. 
पक् ः D ABC चया िाजू AB िा मधयविंदू D 
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वसद्धता ः D	ABD मधये S हा AD िा मधयविंदू ि P हा AB िा मधयविंदू आहे. 

  \	मधयविंदूचया प्रमेयानुसार, PS ||	DB आवर PS = 
1

2
 BD ........... (1)

	 	  तसिे D	DBC मधये Q ि R हे अनुक्मे BC ि DC या िाजूंिे मधयविंदू आहेत.  

	 	 \QR ||	BD, QR = 1
2

 BD ........... (2) मधयविंदूचया प्रमेयानुसार 

  \PS ||	QR, PS = QR ................ (1) ि (2) िरून

  \ �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 

सरावसंच  5.5

1. आकृती 5.38 मधये  D	ABC चया िाजू AB, 
 िाजू BC ि िाजू AC िे अनुक्मे विंदू X, Y, Z हे
 मधयविंदू आहेत. AB = 5 सेमी, AC = 9 सेमी ि 
 BC = 11 सेमी, तर XY, YZ, XZ िी लािंी काढा.  

2. आकृती 5.39 मधये �PQRS आवर �MNRL हे 
 आयत आहेत. विंदू M हा PR िा मधयविंदू आहे.
 तर वसद्ध करा (i) SL = LR, (ii) LN = 

2

1 SQ. 

3. आकृती 5.40 मधये D	ABC या समभुज वत्रकोरात 
 विंदू F, D, E हे अनकु्मे िाजू AB, िाजू BC, 
 िाजू AC िे मधयविंदू आहेत तर D	FED हा 
 समभुज वत्रकोर आहे हे वसद्ध करा. 

4. आकृती 5.41 मधये रेख PD ही D	PQR िी मधयगा आहे. 
 विंदू T हा PD िा मधयविंदू आहे. QT िाढिलयािर
 PR ला M विंदूत छेदतो, तर दाखिा की 

PR

PM  = 
3

1 .
 [सिूना ः DN ||	QM काढा.]

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनाचंया वदलेलया उततरांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.

 (i) जया िौकोनाचया लगतचया िाजूंचया सि्व जोडा एकरूप असतात तया िौकोनािे नाि कोरते ?
   (A) आयत  (B) समांतरभुज िौकोन  (C) समलंि िौकोन  (D) समभुज िौकोन

आकृती 5.39
P Q

RL

M N

S

आकृती 5.38

A

B CY

ZX

आकृती 5.40

A

B C

EF

D

आकृती 5.41

P

Q R
T

M
N

D
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 (ii) एका िौरसाचया करा्विी लांिी 12 2  सेमी आहे. तर तयािी पररवमती वकती ?

   (A) 24 सेमी  (B) 24 2  सेमी  (C) 48 सेमी  (D) 48 2  सेमी

 (iii) एका समभुज िौकोनाचया संमुख कोनािंी मापे (2x)° ि (3x - 40)° असतील तर x = ?

   (A) 100 ° (B) 80 ° (C) 160 ° (D) 40 ° 

2. एका काटकोन िौकोनाचया लगतचया िाजू अनकु्मे 7 सेमी ि 24 सेमी आहेत तर तया िौकोनाचया करा्विी 
 लांिी काढा.
3. िौरसाचया करा्विी लािंी 13 सेमी आहे तर िाैरसािी िाजू काढा.

4. समांतरभुज िौकोनाचया दोन लगतचया िाजूिंे गरुोततर 3ः4 आहे जर तयािी पररवमती 112 सेमी असेल  
 तर तयाचया प्रतयेक िाजिूी लांिी काढा.
5. समभुज िौकोनािे कर्व PR ि कर्व QS यांिी लांिी अनकु्मे 20 सेमी ि 48 सेमी आहे, तर समभुज 
 िौकोन PQRS चया िाजू PQ िी लांिी काढा.

6.  आयत PQRS िे कर्व परसपरांना M विंदूत छेदतात. जर ÐQMR = 50° तर ÐMPS िे माप काढा.

A

B

C

Q

R

P

आकृती 5.42

आकृती 5.43

A B

C

P Q

D

आकृती 5.44
A B

C

M N

D

7. शेजारील आकृती 5.42 मधये 
 रेख AB || रेख PQ , रेख AB @ रेख PQ,  
 रेख AC || रेख PR, रेख AC @ रेख PR 
 तर वसद् ध करा की, 
 रेख BC || रेख QR ि रेख BC @ रेखQR.

8*. शेजारील आकृती 5.43 मधये �ABCD 
हा समलंि िौकोन आहे. AB ||	 DC आहे.  
P ि Q हे अनुक्मे रेख AD ि रेख BC िे 
मधयविंदू आहेत, तर वसद्ध करा की,  
PQ ||	AB ि PQ = 1

2
(AB + DC)

9. शेजारील आकृती 5.44 मधये �ABCD हा 
समलंि िौकोन आहे. AB ||	DC. M आवर 
N हे अनकु्मे कर्व AC ि कर्व DB िे मधयविंदू 
आहेत. तर वसद्ध करा की, MN ||	AB
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कृती 
 िौकोनाचया विविध गुरधमायंिा पडताळा घेरे. 
सावहतय ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायिुडिा तुकडा; 12 ते 15 ष्खळे, जाडा दोरा, कात्री. 
सूिना ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायिुडचया तुकडािर 
सरळरेषेत 2 सेमी अंतरािर 5 ष्खळे ठोका. तसेि खालचया सरळ 
रेषेत सुद्धा ष्खळे ठोका. दोन रेषांमधील अंतरसुद्धा 2 सेमी ठेिा. 
दोऱयाने िेगिेगळे िौकोन (ष्खळ्ािे आधाराने) तयार करा.  
िाजूसंिंधी गुरधम्व दोऱयाने पडताळा. यािरून िौकोनांचया 
कोनांसंिंधी गुरधम्व पडताळा. 

 

          
				•										•          •          •         •
	
				•										•          •          •         •
   ष्खळे   दोरी

आकृती 5.45

अवधक मावहतीसाठी 
  वरिकोणांचा मधयगा संपातवबंदू प्रतयेक मधयगेला 2 ः 1 या प्रमाणात ववभागतो, हा गुरधम्व तुमहाला माहीत आहे.

तयािी खाली वदलेली वसद्धता अभयासा. 
पक् ः D	ABC चया रेख AD आवर रेख BE  
   या मधयगा, विंदू G मधये छेदतात. 
साधय ः AG ः GD = 2 ः 1
रचना ः वकरर AD िर विंदू F असा घेतला की 
   G-D-F  आवर GD = DF
वसद्धता ः �BGCF िे कर्व परसपरांना दुभागतात. .......... पषि ि रिना. 
	 	 	 \  �BGCF समांतरभुज आहे. 
	 	 	 \	रेषा BE ||	रेषा FC   .......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजूंना सामािराऱया रेषा. 
   आता D	AFC चया िाजू AC िा E हा मधयविंदू आहे. .......... (पषि) 
   रेख EB ||	रेषा FC
   वत्रकोराचया एका िाजूचया मधयविंदूतून दुसऱया िाजूला समांतर असलेली रेेषा वतसऱया िाजूला   

  दुभागते. 
	 	 	 \	रेख AF िा G हा मधयविंदू आहे. 
	 	 	 \	AG = GF
   परंतु AG = 2 GD

     \ AG
GD

 = 
1
2  महरजेि AG ः GD = 2 ः 1

qqq

आकृती 5.46

G

A

E

B

F

CD
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शेजारचया आकृतीतील P केंद्र असलेलया ितु्वळािे वनरीषिर
करा. या आकृतीिरून खालील साररी पूर्व करा. 

आकृती 6.1

AP
B

C

D

• ितु्वळ
• ितु्वळाचया जीिेिे गुरधम्व

• अंति्वतु्वळ
• पररितु्वळ

--- रेख PA --- --- --- --- ÐCPA
जीिा --- वयास वत्रजया केंद्र केंद्रीय कोन ---

आकृती 6.2

प्रतलातील वतु्मळे

• वत्रजया समान • केंद्र एक ि
वत्रजया वभन्न

• केंद्र वभन्न, वत्रजया वभन्न
ि सामाईक विंदू एकि

• केंद्र वभन्न, वत्रजया वभन्न
ि सामाईक विंदू दोन

एककेंद्री ितु्वळे दोन विंदूत छेदरारी ितु्वळेएकरूप ितु्वळे एकाि विंदूत छेदरारी ितु्वळे

वतु्मळ (Circle) 

विंदूंचया सिंाचया रूपात या ितु्वळािे िर्वन करू.
l प्रतलातील एका ष्स्र विंदूपासून समान अंतरािर असराऱया सि्व विंदंूचया संिाला वतु्मळ (Circle) महरतात.

तया ष्स्र विंदूला ितु्वळािा केंद्रवबंदू वकंिा वतु्मळकेंद्र (Centre of a circle) महरतात.
वतु्मळासंबंधी काही संज्ा
l ितु्वळकेंद्र आवर ितु्वळािरील कोरताही विंदू जोडराऱया रेषाखंडाला ितु्वळािी वरिजया (radius) महरतात.
l ितु्वळकेंद्र आवर ितु्वळािा कोरताही विंदू यांमधील अंतरालाही ितु्वळािी वरिजया महरतात.
l ितु्वळािरील कोरतेही दोन विंदू जोडराऱया रेषाखंडाला ितु्वळािी  जीवा (Chord) महरतात.
l ितु्वळाचया केंद्रातून जाराऱया जीिेला तया ितु्वळािा वयास (Diameter) महरतात.

वयास ही ितु्वळािी सिा्वत मोठी जीिा असते.

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.

चला, वशकूया.

6 वतु्मळ
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या वनरीषिरांिरून लषिात येरारा गुरधम्व वलहा. या गुरधमा्विी वसद्धता पाहू. 
प्रमेय ः ितु्वळाचया केंद्रातून जीिेिर काढलेला लंि जीिेला दुभागतो.
पक्  ः O केंद्र असलेलया ितु्वळािी रेख AB ही जीिा आहे. 
   रेख OP ^ जीिा AB
साधय  ः रेख AP @  रेख BP
वसद् धता ः रेख OA ि रेख OB काढा.
   D OPA ि D OPB मधये
   ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . . . . रेख OP ^ जीिा AB,
   रेख OP @	रेख OP . . . . . . . . . . . . सामाईक भुजा
   कर्व OA @	कर्व OB . . . . . . . . . . . एकाि ितु्वळाचया वत्रजया
   \	D	OPA @	D	OPB . . . . . . . . . कर्व भुजा प्रमेय
    रेख PA @	रेख PB . . . . . . . . . . . . एकरूप वत्रकोराचया संगत भुजा

 
कृती II ः गटातील प्रतयेक विद्यारया्वने खालील कृती करािी. 
 आपापलया िहीत एक ितु्वळ काढा. तयात एक जीिा काढा. 
 जीिेिा मधय शोधा. तो मधयविंदू ि ितु्वळकेंद्र जोडरारा रेषाखंड काढा. 
 या रेषाखंडाने जीिेशी केलेले कोन मोजा. 
 काय आढळते?
 तुमही मोजलेलया कोनािंी मापे एकमेकांना सांगा. 
 यािरून कोरता गरुधम्व लषिात येतो, ते ठरिा. 

विद्या्वी
लांिी

O

A P B

आकृती 6.3

O

P BA

आकृती 6.4

आकृती 6.5

वतु्मळाचया जीवेचे गुणधम्म (Properties of chord)

 कृती I ः गटातील प्रतयेक विद्यारयायंने खालील कृती करािी. 
आपापलया िहीत एक ितु्वळ काढा. तयात एक जीिा काढा. 
ितु्वळ केंद्रातून जीिेिर लंि टाका. जीिेिे जे दोन भाग 
झाले आहेत. तयांिी लांिी मोजा. 
गटप्रमुखाने खालीलप्रमारे एक साररी तयार करािी. 
तया साररीत सिायंिी वनरीषिरे नोंदिािी. 

1 2 3 4 5 6

l (AP) ...... सेमी
l (PB) ...... सेमी
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प्रमेय  ः ितु्वळािा केंद्र ि जीिेिा मधय यांना जोडरारा रेषाखंड जीिेस लंि असतो.
पक् ः O केंद्र असलेलया ितु्वळािी रेख AB ही जीिा आहे. 
  जीिा AB िा P हा मधयविंदू आहे, महरजेि रेख AP @ रेख PB
साधय ः रेख OP ^ जीिा AB
वसद ्धता ः रेख OA ि रेख OB काढा.
  D AOP ि D BOP मधये
  रेख OA @	रेख OB . . . . . . . . . . . .  (एकाि ितु्वळाचया वत्रजया)
  रेख OP @	रेख OP. . . . . . . . . . . . . (सामाईक भुजा)
  रेख AP @	रेख BP . . . . . . . . . . . . . (पषि)
  \	D	AOP @	D	BOP . . . . . . . . . (िािािा कसोटी)
  \	ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . .  (एकरूप वत्रकोरािे संगत कोन) . . . .(I)
  आता ÐOPA + ÐOPB = 180° . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
  ÐOPB  + ÐOPB = 180° . . . . . . (I) (िरून)
             2  ÐOPB = 180°
        ÐOPB = 90°
  \	रेख OP ^ जीिा AB

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) एका ितु्वळािी वत्रजया 5 सेमी आहे. तया ितु्वळाचया एका जीिेिी लांिी 8 सेमी आहे तर तया जीिेिे ितु्वळ
  केंद्रापासूनिे अंतर काढा.
उकल ः      प्र्म वदलेली मावहती दश्विरारी आकृती काढू.
      समजा, O केंद्र असलेलया ितु्वळात जीिा PQ िी लांिी 8 सेमी   

     आहे.
      रेख OM ^	जीिा PQ काढला.

       

 आपलयाला माहीत आहे की ितु्वळकेंद्रातून जीिेिर टाकलेला लंि जीिेला दुभागतो. 
	 \	PM = MQ = 4 सेमी 
 ितु्वळािी वत्रजया 5 सेमी महरजे OQ = 5 सेमी हे वदले आहे. 
 काटकोन D OMQ मधये पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून
 OM2 + MQ2 = OQ2

 OM2 + 42 = 52

 \  OM2 = 52 - 42 = 25 - 16 = 9 = 32

  \   OM = 3
 महरजे ितु्वळकेंद्रापासून जीिेिे अंतर 3 सेमी आहे.

O

PA B

आकृती 6.6

O

MP Q

आकृती 6.7
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5. आकृती 6.9 मधये केंद्र O असलेली दोन ितु्वळे आहेत. 
मोठ्ा ितु्वळािी AB ही जीिा लहान ितु्वळाला विंदू P ि 
Q मधये छेदते. तर वसद्ध करा ः AP = BQ

6. वसद्ध करा की, ितु्वळािा वयास जर ितु्वळाचया दोन जीिांना 
दुभागत असेल तर तया जीिा परसपरांना समांतर असतात. 

  कृती I 
 (1) सोईचया वत्रजयेिी ितु्वळे काढा.   (2) प्रतयेक ितु्वळात समान लांिीचया दोन जीिा काढा.
 (3) ितु्वळकेंद्रातून प्रतयेक जीिेिर लंि काढा.  (4) ितु्वळकेंद्रापासून प्रतयेक जीिेिे अंतर मोजा.

उदा (2) एका ितु्वळािी वत्रजया 20 सेमी आहे. ह्या ितु्वळािी एक जीिा ितु्वळाचया केंद्रापासून 12 सेमी अंतरािर  
 आहे, तर तया जीिेिी लांिी ठरिा.
उकल ः समजा ितु्वळािे केंद्र O आहे. वत्रजया = OD = 20 सेमी जीिा CD केंद्र O  पासून 12 सेमी अंतरािर  
 आहेे. रेख OP ^ रेख CD
 \	OP = 12 सेमी
          \	CP = PD ...... ितु्वळकेंद्रातून जीिेिर 
          टाकलेला लंि जीिेला दुभागतो.
 काटकोन D OPD मधये पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून
   OP2 + PD2 = OD2

 (12)2 + PD2 = 202

       PD2 = 202 - 122 
       PD2 = (20+12) (20-12)
     = 32 ´ 8 = 256
 \ PD = 16  \	CP = 16
 CD = CP + PD = 16 + 16 = 32
 \	जीिेिी लांिी 32 सेमी आहे. 

	सरावसंच  6.1

1.  ितु्वळकेंद्र O पासून जीिा AB िे अंतर 8 सेमी आहे. जीिा AB िी लांिी 12 सेमी आहे, तर ितु्वळािा वयास
 काढा.
2.  एका ितु्वळािा वयास 26 सेमी असून जीिेिी लांिी 24 सेमी आहे, तर तया जीिेिे केंद्रापासूनिे अंतर काढा.
3. ितु्वळाचया केंद्रापासून जीिेिे अंतर 30 सेमी असून ितु्वळािी वत्रजया 34 सेमी आहे, तर जीिेिी लांिी काढा.
4. O केंद्र असलेलया ितु्वळािी वत्रजया 41 सेमी आहे. ितु्वळािी जीिा PQ िी लांिी 80 सेमी आहे, तर जीिा 

PQ िे केंद्रापासूनिे अंतर काढा.

आकृती 6.8

O

P DC

आकृती 6.9

O

PA Q B
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आकृती 6.10

O

B

C

A P

D

Q

जाणून घेऊया.

  वतु्मळाचया एकरूप जीवा व तयांचे केंद्रापासूनचे अंतर यांसंबंधीचे गुणधम्म

   कृती II

T

A

M

B

N

PO

M

L

              आकृती (i)      आकृती (ii)        आकृती (iii)

आकृती (i)मधये OL = OM, आकृती (ii) मधये PN = PT, आकृती (iii) मधये MA = MB असे 
आढळले का ? या कृतीतून लषिात येरारा गुरधम्व शबदांत वलहा.

जाणून घेऊया.

  एकरूप जीवांचे गुणधम्म (Properties of congruent chords)

प्रमेय ः एकाि ितु्वळातील एकरूप जीिा ितु्वळकेंद्रापासून समान अंतरािर असतात.
पक् ः O केंद्र असलेलया ितु्वळात 
  जीिा AB @ जीिा CD
  OP ^ AB, OQ ^ CD
साधय ः OP = OQ
रचना ः रेख OA ि रेख OD जोडा.

वसद् धता ः AP = 1
2

 AB, DQ = 1
2

 CD . . . ितु्वळकेंद्रातून जीिेिर टाकलेला लंि जीिेला दुभागतो.

  AB = CD . . . . . . . . . . . . . . . . पषि
  \	AP = DQ 
  \	रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . .  (I) . . . समान लािंीिे रेषाखंड
  काटकोन D	APO आवर काटकोन D	DQO मधये
  रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . . . .  (I) िरून
  कर्व OA @ कर्व OD . . . . . . . . . .  एकाि ितु्वळाचया वत्रजया
  \	D	APO @	D DQO . . . . . . .  कर्वभुजा प्रमेय
 रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . . . . एकरूप वत्रकोराचया संगतभुजा
 \	OP = OQ . . . . . . . . . . . . .  एकरूप रेषाखंडांिी लांिी समान 
 ितु्वळातील एकरूप जीिा ितु्वळकेंद्रापासून समान अंतरािर असतात. 
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प्रमेय ः एकाि ितु्वळातील केंद्रापासून समान अंतरािर असराऱया जीिा एकरूप असतात. 
पक् ः O केंद्र असलेलया ितु्वळात
  रेख OP ^ जीिा AB
  रेख OQ ^ जीिा CD
  आवर OP = OQ
साधय ः जीिाAB @ जीिा CD
रचना ः रेख OA ि रेख OD काढा.
वसद्धता ः खालील विधानांसाठी गाळलेलया जागा भरा.
  काटकोन D	OPA ि काटकोन D	OQD मधये 
  कर्व OA @ कर्व OD . . . . . . . 
  रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . पषि
  \	D	OPA @ D	OQD . . . . . . . 
  \	रेख AP @	रेख QD . . . . . . . . एकरूप वत्रकोराचया संगत भुजा
  \	AP = QD . . . . . . . . . . . . . (I)
  परंतु AP = 1

2
 AB,   OQ = 1

2
 CD . . . . . 

  \	AP = QD . . . . . . . . . .  विधान (I) िरून
  \	AB = CD
  \	रेख AB @	रेख CD  
  िरील दोनही प्रमेये एकमेकांिे वयतयास आहेत हे जारून घया. 

हे लक्ात ठेवूया.

एका ितु्वळातील एकरूप जीिा ितु्वळकेंद्रापासून समान अंतरािर असतात.

 
 कृती ः   िरील दोनही प्रमेये एकाि ितु्वळाऐिजी एकरूप ितु्वळे घेऊन वसद्ध करता येतात.
 1. एकरूप ितु्वळांतील एकरूप जीिा ितु्वळकेंद्रांपासून समान अंतरािर असतात.
 2. एकरूप ितु्वळांत ितु्वळकेंद्रांपासून समान अंतरािर असराऱया जीिा एकरूप असतात.
  या दोनही प्रमेयांसाठी पषि, साधय, वसद्धता वलहा.

सोडवलेले उदाहरण
उदा.   वदलेलया आकृती 6.12 मधये विंदू O हा ितु्वळािा केंद्रविंदू असून  
 AB = CD आहे. जर OP = 4 सेमी तर OQ िी लांिी काढा.

उकल ः O केंद्र असलेलया ितु्वळात 
 जीिा AB @	जीिा CD वदले अाहे. 

Q

O

D

B

C

AP

आकृती 6.11

O

D

C

B

A

Q

P

आकृती 6.12



82

आकृती 6.13

A

B C

P

Q

R

I

D	ABC चया वतनही कोनांिे दुभाजक I  या विंदूत वमळालेले 
आहेत.

कोनदुभाजकाचया I या संपात विंदूमधून वत्रकोराचया 
वतनही भुजांिर लंि काढले आहेत.

IP ^	AB,     IQ ^ BC,    IR ^ AC
कोन दुभाजकांिरील प्रतयेक विंदू कोनाचया दोनही 

भुजांपासून समान अंतरािर असतो हे आपर अभयासले आहे.

ÐB चया दुभाजकािर  I हा विंदू आहे महरून  IP = IQ. 
ÐC चया दुभाजकािर I हा विंदू आहे महरून IQ = IR

IP = IQ= IR
 	 विंदू I हा वत्रकोराचया वतनही भुजापंासून महरजेि AB, AC, BC पासून समदूर आहे.
 \विंदू I हा केंद्र मानून ि IP ही वत्रजया घेऊन काढलेलेे ितु्वळ िाजू AB, AC ि BC यांना आतून सपश्व 

करेल. अशा ितु्वळाला वत्रकोरािे अंति्वतु्वळ महरतात. 

 OP ^ AB, OQ ^	CD 
 OP = 4 सेमी आहे. महरजे जीिा AB िे O या ितु्वळ केंद्रापासूनिे अंतर 4 सेमी आहे.
 आपलयाला माहीत आहे की एकाि ितु्वळातील एकरूप जीिा केंद्रापासून समान अंतरािर असतात.
 \		OQ = 4 सेमी 

सरावसंच  6.2

1. एका ितु्वळािी वत्रजया 10 सेमी आहे. तया ितु्वळात प्रतयेकी 16 सेमी लांिीचया दोन जीिा आहेत, तर तया जीिा 
 ितु्वळकेंद्रापासून वकती अंतरािर असतील ?
2. एका ितु्वळात दोन समान लािंीचया जीिा आहेत. केंद्रापासून तया 5 सेमी अंतरािर असून ितु्वळािी वत्रजया 

13 सेमी आहे तर तया जीिांिी लांिी काढा.
3. केंद्र C असलेलया ितु्वळाचया रेख PM आवर रेख PN ह्या एकरूप जीिा आहेत, तर वकरर PC हा  

ÐNPM िा दुभाजक आहे. हे वसद्ध करा.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आपर विविध वत्रकोर काढून तयांिे कोनदुभाजक एकसपंाती असतात या  गरुधमा्विा 
पडताळा घेतला आहे. वत्रकोराचया कोनांचया दुभाजकांिा सपंातविंदू ‘I’ या अषिराने दश्ववितात, हे आपलयाला  
माहीत आहे.

जाणून घेऊया.

  वरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ (Incircle of a triangle)
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D	 PQR चया िाजूंिे लंिदुभाजक C या विंदूत 
वमळाले  आहेत. महरून C हा लंिदुभाजकािंा सपंातविंदू 
आहे.

जाणून घेऊया.

  वरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ काढणे (To construct incircle of a triangle) 

उदा. D	PQR असा काढा की, PQ = 6 सेमी, ÐQ = 35°, 

 QR = 5.5 सेमी  D	PQR िे अंति्वतु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा ि वदलेली मावहती तयात दाखिा. 

रचनेचया पायऱया ः
 (1)	D	PQR हा वदलेलया मापािा वत्रकोर काढा.

 (2)	कोरतयाही दोन कोनािें दुभाजक काढा.

 (3)	कोनदुभाजकांचया छेदन विंदूला I नाि द्या.

 (4) विंदू I मधून िाजू PQ िर IM  हा लंि काढा. 

 (5)	IM ही वत्रजया ि I हे केंद्र घेऊन ितु्वळ काढा.

हे लक्ात ठेवूया.

वत्रकोराचया वतनही िाजूंना सपश्व करराऱया ितु्वळाला वत्रकोरािे अंति्वतु्वळ महरतात 
आवर तया ितु्वळाचया केंद्राला अंति्वतु्वळकेंद्र वकंिा अंतम्वधय वकंिा अंतककेंद्र असे महरतात.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आपर वत्रकोराचया िाजूंिे लंिदुभाजक एकसपंाती असतात या गुरधमा्विा पडताळा 
विविध वत्रकोर काढून घेतला आहे. वत्रकोराचया िाजूंचया लंिदुभाजकािंा संपातविंदू C या अषिराने दाखितात.

जाणून घेऊया.

R

P

Q

C

आकृती 6.16

R

P 6 सेमी

5.5सेमी

Q

I

M
35°

कच्ीआकृती 6.14
R

P 6 सेमी

5.5 सेमी

Q

I

M
35°

आकृती 6.15
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आकृती 6.17

E

C

F

D

60° 70°

कच्ीआकृती 

रचनेचया पायऱया ः
(1) वदलेलया मापािा वत्रकोर DEF काढा. 
(2)	कोरतयाही दोन भुजािें लंिदुभाजक काढा.
(3) ते लंिदुभाजक जे् े वमळतील तया विंदूला C नाि 
      द्या.
(4)	रेख CF काढा. 
(5)	CF ही वत्रजया ि C हे केंद्र घेऊन ितु्वळ काढा.आकृती 6.18

E

C

F

D
60° 70°

4.2 सेमी

 

 

  वरिकोणाचे पररवतु्मळ (Circumcircle)
 विंदू C हा वत्रकोर PQR चया वतनही िाजूंचया लंिदुभाजकािरिा विंदू आहे. PC, QC, RC जोडा. 
रेषाखंडाचया लंिदुभाजकािरील प्रतयेक विंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयविंदंूपासून समान अंतरािर असतो. हे आपर 
अभयासले आहे.
 विंदू C हा रेख PQ चया लंिदुभाजकािर आहे. \	PC = QC . . . . . . I
 विंदू C हा रेख QR चया लंिदुभाजकािर आहे. \	QC = RC . . . . . . II 
 \	PC = QC = RC . . . . . विधान I ि II िरून
 \	C विंदू केंद्र घेऊन ि PC ही वत्रजया घेऊन काढलेले ितु्वळ या वत्रकोराचया तीनही वशरोविंदंूतून जाईल.  
 अशा ितु्वळाला वत्रकोरािे पररितु्वळ महरतात.

हे लक्ात ठेवूया.

वत्रकोराचया सि्व वशरोविंदंूतून जाराऱया ितु्वळाला वत्रकोरािे पररितु्वळ महरतात.
आवर तया ितु्वळाचया केंद्राला पररकेंद्र असे महरतात.

जाणून घेऊया.

  वरिकाणाचे पररवतु्मळ काढणे
उदा. D	DEF मधये DE = 4.2 सेमी, ÐD = 60°, ÐE = 70° तर D	DEF काढा ि तयािे पररितु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा. तयात वदलेली मावहती वलहा. 
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•	 वत्रकाेरािे अंति्वतु्वळ वत्रकोराचया सि्व िाजूंना 
 आतून सपश्व करते.
•	 वत्रकाेरािे अंति्वतु्वळ काढणयासाठी वत्रकोराचया 
 कोरतयाही दोन कोनांिे दुभाजक काढािे लागतात.
•	 वत्रकोरािे पररितु्वळ वत्रकोराचया वतनही वशरोविंदूतून 
 जाते.
•	 वत्रकाेरािे पररितु्वळ काढणयासाठी तयाचया 
 कोरतयाही दोन िाजूंिे लंिदुभाजक काढािे 
 लागतात.

•	 लघुकोन वत्रकाेरािे पररकेंद्र वत्रकोराचया आत 
 असते.
•	 काटकोन वत्रकारािे पररकेंद्र करा्विा मधयविंदू 
 असतो.
•	 विशालकोन वत्रकोरािे पररकेंद्र वत्रकाेराचया िाहेर 
 असते.
• कोरतयाही वत्रकोरािा अंतम्वधय वत्रकोराचया 
 अंतभा्वगात असतो. 

कृती ः कोरताही एक समभुज वत्रकोर काढून तयािे पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ काढा. 
  िरील कृती करत असताना तुमहांला खालील िाितींत काय आढळले? 
(1)  वत्रकोरािे पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आवर िाजूंिे लंिदुभाजक हे एकि आले  
 का? 
(2)  पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ यांिे केंद्र एकि आहे का? तसे असलयास तयािे कारर काय असािे?
(3)  पररितु्वळािी वत्रजया ि अंति्वतु्वळािी वत्रजया मोजून तयांिे गुरोततर काढा. 

  कृती 
 विविध मापांिे ि विविध प्रकारिे वत्रकोर काढा. तयांिी अंति्वतु्वळे ि पररितु्वळे काढा.

  आपले वनरीषिर खालील साररीत नोंदिा ि ििा्व करा.

वत्रकोरािा प्रकार समभुज वत्रकाेर समद् विभुज वत्रकोर विषमभुज वत्रकोर

अंति्वतु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान वत्रकाेराचया आत वत्रकाेराचया आत वत्रकारेाचया आत

पररितु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान वत्रकोराचया आत वत्रकोराचया आत वकंिा 

िाहेर वकंिा वत्रकोरािर

वत्रकोरािा प्रकार लघुकोन वत्रकाेर काटकोन वत्रकोर विशालकोन वत्रकोर

अंति्वतु्वळाचया केंद्रािे स्ान

पररितु्वळाचया केंद्रािे स्ान करा्वचया मधयािर

हे लक्ात ठेवूया.
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हे लक्ात ठेवूया.

•  समभुज वत्रकोरािे पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आवर िाजूंिे लंिदुभाजक हे एकि 
येतात. 

•  समभुज वत्रकोरािे पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ यांिे केंद्र एकि येते. 
•  समभुज वत्रकोरेाचया पररितु्वळाचया वत्रजयेिे अंति्वतु्वळाचया वत्रजयेशी गुरोततर 2 ः 1 असते. 

सरावसंच  6.3

1. D	ABC असा काढा की, ÐB =100°, BC = 6.4 सेमी ÐC = 50°. या वत्रकोरािे अंति्वतु्वळ काढा.
2. D	PQR असा काढा की, ÐP = 70°, ÐR = 50°, QR = 7.3 सेमी. या वत्रकोरािे पररितु्वळ काढा.
3. D	XYZ असा काढा की, XY = 6.7 सेमी, YZ = 5.8 सेमी, XZ = 6.9 सेमी. या वत्रकोरािे अंति्वतु्वळ 
 काढा.
4. D	LMN मधये, LM = 7.2 सेमी, ÐM = 105°, MN = 6.4 सेमी. तर वत्रकाेर LMN काढा ि तयािे 

पररितु्वळ काढा.
5. D	DEF काढा. DE = EF = 6 सेमी ÐF = 45°. या वत्रकोरािे पररितु्वळ काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 6

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनाचंया वदलेलया उततरांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.   
 (i) एका ितु्वळािी वत्रजया 10 सेमी असून तयाचया एका जीिेिे केंद्रापासूनिे अंतर 6 सेमी आहे, तर तया 

जीिेिी लांिी वकती? 
  (A) 16 सेमी  (B) 8 सेमी (C) 12 सेमी (D) 32 सेमी
 (ii) वत्रकोराचया वतनही कोनािें दुभाजक एकसपंाती असतात. तया संपात विंदूला काय महरतात?
  (A) मधयगासंपात    (B) पररकेंद्र  (C) अंतककेंद्र  (D)लंिसंपात
 (iii) वत्रकोराचया सि्व वशरोविंदंूतून जाराऱया ितु्वळाला काय महरतात? 
   (A) पररितु्वळ      (B) अंति्वतु्वळ      (C) एकरूप ितु्वळ      (D) एककेंद्री ितु्वळ
 (iv) एका ितु्वळािी जीिा 24 सेमी लािंीिी असून वतिे केंद्रापासून अंतर 5 सेमी असेल तर तया ितु्वळािी   

  वत्रजया वकती असेल ?
   (A) 12 सेमी  (B) 13 सेमी  (C) 14 सेमी (D) 15 सेमी
 (v) 2.9 सेमी वत्रजया असराऱया ितु्वळात जासतीत जासत वकती लांिीिी जीिा असू शकते? 
    (A) 3.5 सेमी  (B) 7 सेमी  (C) 10 सेमी (D) 5.8 सेमी
 (vi) एका ितु्वळािी वत्रजया 4 सेमी आहे. O हा ितु्वळािा केंद्रविंदू आहे. l(OP) = 4.2 सेमी असलयास  

 विंदू ‘P’ िे स्ान कुठे असेल ?
   (A) केंद्रविंदूिर    (B) ितु्वळाचया अंतभा्वगात    (C) ितु्वळाचया िाह्यभागात    (D) ितु्वळािर
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 (vii) एका ितु्वळात समातंर असराऱया जीिांिी लांिी 6 सेमी ि 8 सेमी आहे. तया ितु्वळािी वत्रजया  
5 सेमी असलयास तया जीिांमधील अंतर वकती? 

  (A) 2 सेमी   (B) 1 सेमी  (C) 8 सेमी (D) 7 सेमी
2. समभुज D DSP मधये DS = 7.5 सेमी तर D DSP िे पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ काढा. पररितु्वळ ि 
 अंति्वतु्वळ यांचया वत्रजया मोजून वलहा. पररितु्वळाचया वत्रजयेिे अंंति्वतु्वळाचया वत्रजयेशी गुरोततर काढा.

3. D	NTS मधये NT = 5.7 सेमी, TS = 7.5 सेमी आवर ÐNTS = 110° आहे तर D	NTS काढून तयािे 
पररितु्वळ ि अंति्वतु्वळ काढा.

4. आकृती 6.19 मधये C हे ितु्वळािे केंद्र आहे. रेख QT 
 हा वयास आहे.CT = 13, CP = 5 असेल तर 
 जीिा RS काढा.

5. आकृती 6.20 मधये P हे ितु्वळािे केंद्र आहे. 
 जीिा AB आवर जीिा CD वयासािर विंदू E मधये 
 छेदतात. 
  जर ÐAEP @ ÐDEP 
 तर वसद् ध करा, की AB = CD.

6. आकृती 6.21 मधये O केंद्र असलेलया ितु्वळािा 
 CD हा वयास ि AB ही जीिा आहे. वयास CD 
 हा जीिा AB ला E विंदूपाशी लंि आहे, 
 तर दाखिा की D	ABC हा समद् विभुज वत्रकोर आहे.

 Geogebra software चया मदतीन े विविध ितु्वळे काढून तयामधये जीिािे गुरधम्व 
प्रातयवषिकाद्ारे अनुभिा. िेगिेग  या वत्रकोरािी पररितु्वळे, अंति्वतु्वळे काढा. Move option िा 
उपयोग करून मूळ वत्रकोरािे आकार िदलून अंतककेंद्र, पररकेंद्र यांिे स्ान कस ेिदलते ह ेप्रातयवषिकाद्ारे 
अनुभिा.
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एका इमारतीसमोरील पटांगरात विंटू ि 
तयािे वमत्र वक्केट खेळत होते. एक आजोिा ते्े 
आले.
आजोबा ः अरे विंटू, दतताभाऊ याि सोसायटीत 

राहतात ना ?
वचंटू ः हो, ये्ेि राहतात. दुसऱया मजलयािर 

तयांिे घर आहे. ये्ून ती ष्खडकी 
 वदसते ना, ते् े.
आजोबा ः अरे, दुसऱया मजलयािर मला पाि 
  ष्खडकया वदसत आहेत. नक्ी घर 

कोरते ?
वचंटू ः दुसऱया मजलयािर डािीकडून वतसरी 
 ष्खडकी तयांिी. 

  अक्, आंरभवबंदू व चरण (Axes, origin, quadrants)

दतताभाऊंचया घरािे स्ान दोन क्मिािक संखयांनी नेमकेपराने सांगता आले. तसेि एकमेकींना लंि असराऱया 
दोन रेषांपासूनचया अंतरांनी प्रतलातील एखाद्या विंदूिे स्ान नेमकपेराने सांगता येते. 

एखाद्या विंदूिे प्रतलातील स्ान सांगणयासाठी, तयाि प्रतलात सोयीचया वठकारी एक आडिी संखयारेषा 
काढतात. या संखयारेषेला X- अषि महरतात.

विंटूने केलेले दतताभाऊंचया घराचया स्ानािे िर्वन महरजेि वनददेशक भूवमतीतील मूळ संकलपना आहे.
घरािे स्ान नेमके समजणयासाठी  नुसता मजलयािा क्मांक सांगून पुरेसा नाही तर डािीकडून वकंिा उजिीकडून 

वकतिे घर हेही सांगािे लागले. महरजे क्माने दोन संखया सांगावया लागलया. जवमनीपासून दुसरा मजला ि डािीकडून 
वतसरी ष्खडकी. अशा दोन क्रमवाचक संखया िापरावया लागलया.

• अषि, आरंभविंदू ि िरर
• विंदूिे प्रतलातील वनददेशक
• विंदू स्ापन कररे

• X-अषिाला समांतर रेषा
• Y-अषिाला समांतर रेषा
• रेषेिे समीकरर

जाणून घेऊया.

चला, वशकूया.

7 वनददेशक भूवमती
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 X-अषिािरील 0 हा वनददेशक असलेलया विंदूतून 
X-अषिाला लंि असरारी दुसरी रेषा महरजे Y-अषि  
होय. सामानयपरे दोनही संखयारेषांिरील 0 ही संखया 
एकाि विंदूने दश्विली जाते तया विंदूला आरंभविंदू 
(Origin)  महरतात. तो ‘O’ या इगं्जी अषिराने 
दाखवितात. 

 X-अषिािर O चया उजिीकडे धन संखया तर 
डािीकडे ऋर संखया दाखितात. 

Y-अषिािर O चया िरचया िाजूला धन संखया ि 
खालचया िाजूला ऋर संखया दाखितात.

X आवर Y अषिांमुळे प्रतलािे िार विभाग 
होतात. तया प्रतयेक विभागाला चरण असे महरतात. या 
िररांमधये अषिांिरील विंदू समाविटि केले जात नाहीत. 
आकृतीत दाखिलयाप्रमारे, घडाळाचया काट्ाचया 
विरुद्ध वदशेने िररांिे क्मांक मानणयािा संकेत आहे.

रेने देकात्म (1596-1650)

सतरावया शतकातील फ्ेंि गवरती रेने देकात्व यांनी प्रतलातील विंदूिे स्ान 
अिूकपरे दश्विणयासाठी ‘वनददेशक पद् धती’ सुििली. या पद्धतीला ‘कातदेवशयन 
वनददेशक पद्धत’ असे महरतात. देकात्व यांचया नािािरून हे नाि वदले आहे. 
देकात्व यांनी प्र्मि भूवमती आवर िीजगवरत यांमधील सहसंिंध प्रस्ावपत 
केलयामुळे गवरतामधये क्ांती घडून आली.

कातदेवशयन वनददेशक पद् धती ही विशलेषक भवूमतीिा (Analytical 
Geometry) पाया आहे. ‘ला जटॉमेवटरिक’ हे रेने देकात्व यांिे पवहले पुसतक. 
या पुसतकात तयांनी भवूमतीचया अभयासासाठी िीजगवरतािा िापर केला होता. 
प्रतलातील विंदू िासति संखयांचया क्वमत जोडीने दश्विता येतात, हे तयांनी प्र्म या पुसतकात मांडले. या क्वमत 
जोडीला ‘कातदेवशयन वनददेशक’ महरतात.

वनददेशक भूवमतीिा उपयोग भौवतकशासत्र, अवभयांवत्रकी, नौकानयनशासत्र, भूकंपशासत्र आवर कला अशा 
विविध षिेत्रांत केला जातो. तंत्रज्ञानाचया प्रगतीमधये वनददेशक भवूमती महत्िािी भूवमका िजािते. वजओजेब्रामधये 
भूवमती आवर िीजगवरत यांमधील सहसिंंध सपटिपरे वदसतो. Geometry आवर Algebra या शबदांिरूनि 
Geogebra हे नाि वदले आहे.

दुसरा िरर
II

पवहला िरर
I

वतसरा िरर
III

िौ्ा िरर
IV

X  अषि

Y  अषि 

O

1 2 3

1

2

3

-2

-1

-1-2-3

-3
आकृती 7.1

0
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उदा. सोितचया आकृतीत दाखिलेलया E, F, G, T 
 या विंदंूिे वनददेशक वलहा.
उकल ः 
 •	विंदू  E िे वनददेशक (2,1) आहेत. 

 •	विंदू  F िे वनददेशक (-3,3) आहेत.

 •	विंदू  G िे वनददेशक (-4,-2) आहेत.

 •	विंदू  T िे वनददेशक (3,-1) आहेत.

वनददेशकांिा अंतरािा 2, 3 हा क्म वनष्शित होतो आवर विंदू P िे स्ान संखयांचया (2, 3) या जोडीने 
्ोडकयात सांगता येते. 

विंदू Q पासून X अषिािर QS हा लंि काढला ि Y अषिािर QR हा लंि काढला. Q िा X अषिािरील 
वनददेशक -3 आवर Y अषिािरील वनददेशक 2 आहे महरून विंदू Q िे वनददेशक (-3,2) आहेत.

X-अषि आवर Y-अषि यांनी वनष्शित झालेलया 
प्रतलात विंदू P दाखिला आहे. तयािे स्ान 
तयाचया दोनही अषिांपासूनचया अंतरांमुळे वनष्शित 
करता येते. तयासाठी रेख PM ^	 X-अषि आवर 
रेख PN ^ Y-अषि काढले.

M िा X अषिािरील वनददेशक 2 आहे. N िा Y 
अषिािरील वनददेशक 3 आहे. महरून P िा x वनददेशक 
2 आवर y वनददेशक 3 आहे.

विंदंूिे स्ान सांगताना तयािा x वनददेशक प्र्म 
सांगािा असा संकेत आहे. या संकेतानुसार P विंदूचया 

X¢
X

Y

Y¢

0

MO

P (2, 3)

Q (-3, 2)

N

1

-1
-1 1

2

-2

-2 2

3

-3

-3 3

4

-4

-4 4

आकृती 7.2

आकृती 7.3

X

Y

F

G

T

E

-4

-3

-2

-1

1

1

-1

2

-2

3

4

-4 2 3 4-3 0

•

•

  प्रतलातील वबंदूचे सहवनददेशक (Co-ordinates of a point in a plane)

S

R
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M विंदूिा x वनददेशक महरजे M विंदूिे Y 
अषिापासूनिे अंतर होय. तया विंदूिे X अषिापासूनिे 
अंतर शूनय अाहे. महरून M िा y वनददेशक 0 आहे. 

यािरून X अषिािरील M विंदूिे सह वनददेशक 
(3,0) असे आहेत. Y अषिािरील N विंदूिा y 

वनददेशक 4 आहे. कारर तो विंदू X अषिापासून 4 
अंतरािर आहे आवर विंदू N िे Y अषिापासूनिे 
अंतर शूनय आहे महरून तयािा y वनददेशक 0 अाहे.

यािरून Y अषिािरील N या विंदूिे सह 
वनददेशक (0,4) असे आहेत.

आता ‘O’ हा आरंभविंदू X आवर Y दोनही अषिांिर आहे महरजे तया विंदूिे X आवर Y या दाेनही अषिांपासूनिे 
अंतर 0 आहे महरून ‘O’ िे वनददेशक (0,0) आहेत.  

यािरून प्रतलातील प्रतयेक विंदूशी वनददेशकांिी एक आवर एकि जोडी (क्वमत जोडी) वनगवडत असते.

उदा.  खालील विंदू कोरतया िररात आहेत वकंिा कोरतया अषिािर आहेत ते आेळखा.
 A(5,7),  B(-6,4),  C(4,-7),  D(-8,-9),  P(-3,0),  Q(0,8)

उकल ः A(5,7) िा x वनददेशक धन आहे ि y वनददेशक धन आहे. \	विंदू A हा पवहलया िररात अाहे.
 B(-6,4) िा x वनददेशक ऋर आहे ि y वनददेशक धन आहे. \	विंदू B हा दुसऱया िररात अाहे.
 C(4,-7) िा x वनददेशक धन आहे ि y वनददेशक ऋर आहे. \	विंदू C हा िौरया िररात अाहे.
 D(-8,-9) िा x वनददेशक ऋर आहे ि y वनददेशक ऋर आहे. \	विंदू D हा वतसऱया िररात अाहे.

आकृती 7.4

X

Y

(1,0)

(0,-1)

(-1,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(-2,0)(-3,0)(-4,0)

(0,-2)

(0,-3)

(0,-4)

(2,0) (3,0) (4,0)

O

िरर III
(-,-)

िरर IV
(+,-)

िरर I
(+,+)

िरर II
(-,+)

N

M
(0,0)

• X -अषिािरील प्रतयेक विंदूिा y वनददेशक शूनय असतो.
• Y -अषिािरील प्रतयेक विंदूिा x वनददेशक शूनय असतो.
•	अारंभ विंदूिे वनददेशक (0,0) असतात.

  अक्ांवरील वबंदूंचे वनददेशक (Co-ordinates of points on the axes)

जाणून घेऊया.

हे लक्ात ठेवूया.

•P
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समजा P (4,3) ि Q (-2,2) हे विंदू स्ापन 
करायिे आहेत.
वबंदू स्थापन करणयाचया पायऱया
(i) प्रतलात X-अषि ि Y-अषि काढा. आरंभविंदू  
 दाखिा.
(ii) P (4,3) हा विंदू दाखिणयासाठी X अषिािरील 
 4 ही संखया दाखिराऱया विंदूतून Y अषिाला  
 समांतर रेषा काढा. 
 Y अषिािरील 3 ही संखया दाखिराऱया विंदूतून  
 X अषिाला समांतर रेषा काढा.

 कृती  शाळेचया मैदानािर िाजूचया आकृतीत दाखिलयाप्रमारे आडवया  ि उभया रांगेत विद्याव ््वनींना िसिा  
 यामुळे X- अषि ि Y- अषि तयार होतील. 

• रंगीत वठपकयांचया  वठकारी िारही िररांत 
 विद्यारयायंना िसिा. 
•	 आता िेगिेगळ्ा विद्यारयायंचया नािाचया  
 आद्याषिरािा उच्ार करून आकृतीत 
 दाखिलयाप्रमारे उभे करा ि तयांिे वनददेशक 
 तयांना वििारा. उदा. राजेंद्र (2, 2) ि  
 कीतवी (-1, 0)
•	 अशाप्रकारे मैदानातील या कृतीने प्रतलातील   
 विंदूिे स्ान गमतीने सहज सपटि होईल.

K

R

आकृती 7.5

आकृती 7.6

-3

-2

-1

1

1

-1-2 2

2

3 4

3

4

0
X

Y

P (4,3)

Q (-2,2)
•

•

 P(-3,0) िा y वनददेशक शूनय आहे. \	विंदू P हा X अषिािर अाहे.
 Q(0,8) िा x वनददेशक शूनय आहे. \	विंदू Q हा Y अषिािर अाहे.

जाणून घेऊया.

   वदलेलया वनददेशकाशंी वनगवडत वबंदू स्थापन करणे (To plot the points with given co-ordinates)
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वनददेशक िरर / अषि
(i) (5,3) िरर I
(ii) (-2,4) िरर II
(iii) (2,-5) िरर IV
(iv) (0,4) Y अषि
(v) (-3,0) X अषि

सरावसंच  7.1

1. खाली वदलेले विंदू तयांचया सहवनददेशकांिरून कोरतया िररात वकंिा कोरतया अषिािर आहेत ते वलहा.
 •	A(-3,2), •	B(-5,-2), •	K(3.5,1.5), •	D(2,10), 
 •	E(37,35), •	F(15,-18), •	G(3,-7), •	H(0,-5), 
 •	M(12,0), •	N(0,9), •	P(0,2.5), •	Q(-7,-3)

2. खालील विंदू कोरतया िररात असतील ?
 (i) जयांिे दोनही वनददेशक धन आहेत.     (ii) जयांिे दोनही वनददेशक ऋर आहेत.
 (iii) जयांिा x वनददेशक धन ि y वनददेशक ऋर आहे.   (iv) जयांिा x वनददेशक ऋर ि y वनददेशक धन आहे.

3. प्रतलात वनददेशक पद् धती वनष्शित करा ि खालील विंदू स्ापन करा.
 L(-2,4),    M(5,6),    N(-3,-4),    P(2,-3),    Q(6,-5),    S(7,0),    T(0,-5)

वनददेशक िरर / अषि
(vi) (-2, -2.5) िरर III
(vii) (5,3.5) िरर I
(viii) (-3.5,1.5) िरर II
(ix) (0, -4) Y अषि
(x) (2,-4 ) िरर IV

(iii) या दोन समांतर रेषािंा छेदनविंदू महरजेि P (4,3) हा विंदू होय. हा विंदू कोरतया िररात आहे ?   
 वनरीषिर करा.
(iv) तयािप्रमारे Q (-2,2) हा विंदू स्ापन करा. हा विंदू दुसऱया िररात आला का ? याि वनददेशक पद् धतीिर  
 R(-3,-4), S(3,-1) हे विंदू स्ापन करा.

उदा. खालील विंदू कोरतया िररात वकंिा अषिािर आहेत ते वलहा.
 (i) (5,3) (ii) (-2,4) (iii) (2,-5) (iv) (0,4)
 (v) (-3,0) (vi) (-2,2.5) (vii) (5,3.5) (viii) (-3.5,1.5) 
 (ix) (0, -4) (x) (2,-4 )
उकल ः  
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• विंदंूचया सहवनददेशकांिे वनरीषिर करा.
• सि्व विंदंूिा y वनददेशक समान आहे हे लषिात 

आले का ?
• सि्व विंदू एकरेषीय अाहेत.
• ही रेषा कोरतया अषिाला समांतर आहे ?
• रेषा DA िरील प्रतयेक विंदूिा y वनददेशक 

समान महरजे 4 आहे. तो ष्स्र आहे. महरून 
रेषा DA िे िर्वन y = 4 या समीकरराने 
करतात. कोरतयाही विंदूिा y वनददेशक 4 
असेल तर तो विंदू तया रेषेिर महरजे रेषा DA 
िर असेल.

 X अषिाला 4 एकक अंतरािर समांतर 
असलेलया रेषेिे समीकरर y = 4 आहे. 

चला, चचा्म करूया.

• X अषिाला समांतर ि तयाचयापासून 6 एकक अंतरािर  X अषिाचया खाली अशी रेषा काढता येईल का ?
• (-3,-6), (10,-6), ( 1

2
, -6) हे सि्व विंदू तया रेषेिर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरर कोरते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर b > 0 असेल आवर y = b ही X अषिाला समांतर असरारी (0, b) विंदूतून जारारी रेषा काढली तर ती 
 रेषा X अषिाला तयाचया िरचया िाजूला समांतर असेल आवर b < 0 असेल तर ती रेषा X अषिाला तयाचया 

खालचया िाजूला समांतर असेल.

X अषिाला समांतर असराऱया रेषिेे समीकरर y = b या सिरूपािे असते.
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-2

-1

1

1

-1

2

-2

3

4

5

-4 20 3 4-3
X

Y

ABECD

आकृती 7.7

•
F

5

जाणून घेऊया.

  X -अक्ाला समांतर रेषा (Lines parallel to X-axis)
• आलेख कागदािर खालील विंदू स्ापन करा.
 A(5,4), B(2,4), C(-2,4), D(-4,4), E(0,4), F(3,4)
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आकृती 7.8

• विंदंूचया सहवनददेशकांिे वनरीषिर करा.
• सि्व विंदंूिा x वनददेशक समान आहे हे लषिात आले 

का ?
• सि्व विंदू एकरेषीय अाहेत का ?
• ही रेषा कोरतया अषिाला समांतर आहे ?
• रेषा PS िरील प्रतयेक विंदूिा x वनददेशक समान 

महरजे -4 आहे. तो ष्स्र आहे. महरून रेषा PS 
िे िर्वन x = -4 या समीकरराने करतात. जया 
विंदूिा x वनददेशक -4 आहे तो प्रतयेक विंदू रेषा PS 
िर असेल.

 Y अषिाला तयाचया डािीकडे 4 एकक अंतरािर 
समांतर असलेलया रेषेिे समीकरर x = -4 आहे.  

जाणून घेऊया.

  Y-अक्ाला समांतर रेषा (Lines parallel to Y-axis )
• आलेख कागदािर खालील विंदू स्ापन करा.
 P(-4,3),      Q(-4,0),    R(-4,1), S(-4,-2),    T(-4,2),    U(-4,-3)

चला, चचा्म करूया.

• Y अषिाला समांतर ि तयाचयापासून 2 एकक अंतरािर उजिीकडे अशी रेषा काढता येईल का ?
• (2,10), (2,8), (2, - 1

2
) हे सि्व विंदू या रेषेिर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरर कोरते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर x = a ही Y अषिाला समांतर असरारी (a, 0) विंदूतून जारारी रेषा काढली आवर a > 0 असेल तर ती 
रेषा Y अषिाचया उजिीकडे असते. जर a < 0 असेल तर ती रेषा Y अषिाचया डािीकडे असते.

Y अषिाला समांतर असराऱया रेषेिे समीकरर x = a या रूपात असते.
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(1) X-अषिािरील प्रतयेक विंदूिा y वनददेशक 0 असतो याउलट जया विंदूिा y वनददेशक 0 असतो तो विंदू   
  X-अषिािर असतो,  महरून X अषिािे समीकरर y = 0 असे वलवहतात.

(2) Y-अषिािरील प्रतयेक विंदूिा x वनददेशक 0 असतो याउलट जया विंदूिा x वनददेशक 0 असतो तो विंदू  
   Y-अषिािर असतो, महरून Y अषिािे समीकरर x = 0 असे वलवहतात.

उदा.  x = 2 आवर y = -3 या समीकररांिे आलेख काढा.
उकल (i) आलेख कागदािर X अषि ि Y अषि काढा.
 (ii) x = 2 वदले आह ेमहरून Y अषिाचया उजिीकडे, 
  2  एकक अंतरािर Y अषिाला समांतर रेषा काढा.
 (iii) y = -3 वदले आहे, महरून X अषिाचया   
  खालचया िाजूला 3 एकक अंतरािर X अषिाला  
  समांतर रेषा काढा.
 (iv)  अषिांना समांतर काढलेलया या रेषा महरजे वदलेलया
  समीकररांिे आलेख अाहेत.
 (v) या दोन रेषा एकमेकींना जे्े छेदतात तया P विंदूिे
  वनददेशक वलहा.
 (vi) P िे वनददेशक (2,-3) आहते का यािा पडताळा 
         घया.

कृती ः आलेख कागदािर (0,1) (1,3) (2,5) ह े
विंदू स्ापन करा. ते एकरेषीय आहते का ह े
तपासा, जर एकरेषीय असतील तर,  तयांतून 
जारारी रेषा काढा.

· ती रेषा कोरकोरतया िररांतून जाते ते पाहा.
· ती रेषा Y अषिाला जया विंदूत छेदते तया विंदूिे 

वनददेशक वलहा.
· तया रेषेिर वतसऱया िररातील कोरताही एक 

विंदू दाखिा. तयािे वनददेशक वलहा.

आकृती 7.9
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आकृती 7.10

जाणून घेऊया.

  रेषीय समीकरणाचा आलेख (Graph of linear equations)

  सामानयरूपातील रेषीय समीकरणाचा आलेख

हे लक्ात ठेवूया.
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उदा. 2x - y + 1 = 0 हे एक दोन िलांतील सामानयरूपातील समीकरर आहे. या समीकररािा आलेख काढू.
उकल ः 2x - y + 1 = 0 महरजेि y = 2x + 1
  x ला काही वकमती घेऊन ि तयांिरून y चया संगत वकमती काढू.
  उदाहररा ््व, जर  x = 0 ही वकंमत समीकररात ठेिली तर  y = 1 ही वकंमत वमळते.
  याप्रमारे x चया 0, 1, 2,  1

2

, -2 या वकमती घेऊन y चया वकंमती काढू.

  या वकमती क्वमत जोडीचया रूपात साररीत वलहू.

x 0 1 2
1

2
-2

y 1 3 5 2 -3

(x, y) (0,1) (1,3) (2,5) ( 1
2

, 2) (-2,-3)

 हे विंदू स्ापन करू. स्ापन केलेले विंदू एकरेषीय आहेत यािी खात्री करू. तया सि्व विंदंूतून जारारी रेषा काढू. 
ही रेषा महरजेि 2x - y + 1 = 0 या समीकररािा आलेख आहे. 

ICT Tools or Links

  Geogebra Software चया मदतीने X-अषि, Y-अषि काढा. विविध विंदू स्ापन करा.  
Algebric View मधये विंदंूिे वनददेशक पाहा ि अभयासा. अषिांना समांतर असराऱया रेषािंी समीकररे पाहा. 
Move Option िा उपयोग करून रेषांिी स्ाने िदलत राहा. X-अषिािे ि Y-अषिािे समीकरर कोरते 
येते ? 

सरावसंच  7.2

1. आलेख कागदािर A (3,0), B(3,3), C(0,3) हे विंदू स्ापन करा. AB ि BC जोडा. कोरती आकृती  
 वमळते ते वलहा.
2. Y-अषिाला समांतर आवर तया अषिाचया डािीकडील 7 एकक अंतरािरील रेषेिे समीकरर वलहा.
3. X-अषिाला समांतर आवर तया अषिाचया खाली 5 एकक अंतरािर असलेलया रेषेिे समीकरर वलहा.
4. Q(-3,-2) हा विंदू Y-अषिाला समांतर असराऱया रेषेिर आहे. तया रेषेिे समीकरर वलहा ि तयािा आलेख 
 काढा.
5. Y-अषि आवर रेषा x = -4 या समांतर रेषा आहेत, तर या दोन रेषांमधील अंतर वकती आहे ?
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6. खालीलपैकी कोरतया समीकररांिे आलेख X अषिाला समांतर आहेत ि कोरतया समीकररांिे आलेख 
Y अषिाला समांतर आहेत ते वलहा.

 (i) x = 3  (ii) y - 2 = 0 (iii) x + 6 = 0 (iv) y = -5
7. आलेखकागदािर A(2,3), B(6,-1) आवर C(0,5) हे विंदू स्ापन  करा. जर हे विंदू एकरेषीय असतील तर 

तयांना सामािरारी रेषा काढा. ही रेषा X अषि ि Y अषि यांना जया विंदंूत छेदते तया विंदंूिे वनददेशक वलहा.  

8. खालील समीकररांिे आलेख एकाि वनददेशक पद् धतीिर काढा. तयांचया छेदनविंदंूिे  वनददेशक वलहा. 
 x + 4 = 0,  y- 1 =0,  2x + 3 = 0, 3y - 15 =0 

9. खालील समीकररांिे आलेख काढा.

 (i) x + y = 2 (ii) 3x - y = 0 (iii) 2x + y = 1

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनांचया वदलेलया उततरांपैकी अिूक पया्वय वनिडा.

 (i) X अषिािरील कोरताही विंदू खालीलपैकी कोरतया रूपात असतो ?

  (A) (b, b)     (B) (0, b)     (C) (a, 0)     (D) (a, a)

 (ii) रेषा y = x या रेषिेरील प्रतयेक विंदूिे वनददेशक खालीलपैकी कोरतया रूपात असतील ?

  (A) (a, a)     (B) (0, a)     (C) (a, 0)     (D) (a,- a)

 (iii) X अषिािे समीकरर खालीलपैकी कोरते ?

  (A) x = 0      (B) y = 0       (C) x + y = 0     (D) x = y

 (iv) (-4, -3) हा विंदू कोरतया िररात असेल ?

  (A) पवहलया     (B) दुसऱया     (C) वतसऱया     (D) िौरया     

 (v) (-5,5), (6,5), (-3,5), (0,5) या विंदंूना सामािराऱया रेषेिे सिरूप कसे असेल ?

  (A) आरंभविंदूतून जारारी     (B) Y अषिाला समांतर     

  (C) X अषिाला समांतर (D) यापंैकी कोरतेही नाही. 

 (vi) P(-1,1), Q(3,-4), R(1,-1), S(-2,-3), T(-4,4) यांपैकी िौरया िररातील विंदू कोरते ?

  (A) P आवर T     (B) Q आवर R     (C) िक्त S     (D) P आवर R
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2. आकृतीत काही विंदू दाखिले आहेत. 

 खालील प्रशनांिी उततरे वलहा. 

 (i) Q आवर R या विंदंूिे वनददेशक वलहा.

 (ii) T ि M विंदंूिे वनददेशक वलहा.

 (iii) वतसऱया िररात कोरता विंदू आहे ?

 (iv) कोरतया विंदूिे x आवर y वनददेशक समान
  आहेत ?

3. खालील विंदू आलेखािर स्ापन न करता ते कोरतया िररात वकंिा अषिािर असतील हे वलहा.
 (i) (5, -3)  (ii) (-7, -12)  (iii) (-23, 4) 
 (iv) (-9, 5)  (v)  (0, -3)  (vi) (-6, 0)

4. खालील विंदू आलेख कागदािर स्ापन करा.
 A(1,3), B(-3,-1), C(1,-4), D(-2,3), E(0,-8), F(1,0)

5. शेजारील आलेखात रेषा LM ही Y अषिाला 
 समांतर रेषा आहे.
 (i) रेषा LM िे Y अषिापासूनिे अंतर वकती ?
 (ii) P, Q, R या विंदंूिे सहवनददेशक वलहा.
 (iii) विंदू L आवर M यांचया x वनददेशकांतील
  िरक वकती ?

6. X- अषिाला समांतर आवर X-अषिापासून 5 एकक अंतरािर वकती रेषा आहेत ? तयांिी समीकररे वलहा.
7*. कोरतीही िासति संखया a ही घेऊन Y-अषि आवर x = a या रेषेमधील अंतर ठरिा.
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आकृती 7.11

आकृती 7.12
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वरिकोणवमतीची ओळख(Introduction to trigonometry)

आपर जवमनीिरील अंतरे दोरीने, िालत जाऊन मोजू शकतो, परंतु समुद्रातील जहाजािे दीपसतंभापासूनिे अंतर 
कसे मोजत असतील? झाडािी उिंी कशी मोजायिी ? 

िरील वित्रांिे वनरीषिर करा. वित्रातील प्रशन गवरताशी वनगवडत अाहेत. या प्रशनांिी उततरे वमळिणयासाठी गवरत 
विषयाचया वत्रकोरवमती या शाखिेा उपयोग होतो. वत्रकोरवमतीिा उपयोग अवभयांवत्रकी, खगोलशासत्र, नौकाशासत्र 
इतयादी शाखांमधयेही केला जातो.

वत्रकोरवमती (Trigonometry) हा शबद तीन ग्ीक शबदांपासून तयार झाला आहे. Tri महरजे तीन,  
gona महरजे िाजू, metron महरजे मोजमाप.

आपर वत्रकोरािा अभयास केला आहे. काटकोन वत्रकोर, पाय्ागोरसिे प्रमेय आवर समरूप वत्रकोरांिे गुरधम्व 
यांचया आधारे वत्रकोरवमती विषयािी सुरुिात होते. 
तयांिी उजळरी करू.
• D	ABC मधये ÐB हा काटकोन आहे तर ÐB या

काटकोनासमोरील िाजू AC ही कर्व आहे.
ÐA  समोरील िाजू BC आहे, ÐC समोरील िाजू 
AB आहे.

या वत्रकोराचया संदभा्वत पाय्ागोरसचया प्रमेयािे विधान 
(AB)2 + (BC)2 = (AC)2

उिंी कशी 
मोजायिी?

या झाडािी उिंी 
वकती असेल?

A

B C

आकृती 8.1

• वत्रकोरवमतीिी ओळख
• वत्रकोरवमतीय गुरोततरे

• वत्रकोरवमतीय गुरोततरातील संिंध
• विवशटि कोनािी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे

ते जहाज वकनाऱयापासून 
वकती दूर असेल?

जरा आठवूया.

चला, वशकूया.

8 वरिकोणवमती
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• जर D	ABC ~	D	PQR तर तयांचया संगत िाजू 

प्रमारात  असतात, महरज े AB
PQ

BC

QR

AC

PR
= =

एखाद्या माेठ्ा झाडािी उंिी मोजायिी असेल तर समरूप वत्रकोरांचया गुरधमा्विा उपयोग करून ती कशी 
काढता येते ते पाहू.

 कृती ः हा प्रयोग वदिसा िांगले ऊन असेल तेवहा करता येतो. शेजारील आकृती पाहा.
  QR ही झाडािी उंिी आहे. BC ही एका काठीिी उंिी आहे.

लहान काठी जवमनीत उभी रोिून वतिी 
उंिी ि वतचया सािलीिी लांिी मोजा. झाडाचया 
सािलीिी  लांिी मोजा. सयूा्विे वकरर समांतर 
असलयामुळे D	PQR ि D	ABC हे समकोन 
महरजेि समरूप वत्रकोर आहेत, हे जारून 
घया. समकोन वत्रकोरांचया संगत िाज ूप्रमारात 

असतात यािा उपयोग करून QR
PR

BC

AC
=  

वमळते. महरून झाडािी उंिी  

 QR = BC
AC

PR´  हे समीकरर वमळते.

PR, BC ि AC आपलयाला माहीत आहेत. या वकमती समीकररात घालून QR िी लांिी, महरजेि 
झाडािी उंिी ठरिता येते. 

आकृती 8.2

A

B C Q

P

R

 कृती ः िरील कृती करून तुमही सितः पररसरातील उंि झाडािी उंिी काढा. 
 पररसरात झाड नसेल तर एखाद्या खांिािी उंिी काढा. 

आकृती 8.4

वदवयािा
खांि काठी

हा प्रयोग सकाळी 8 िाजता न करता दुपारी 11ः30 वकंिा 1ः30 ला कररे सोयीिे आहे. ते का?

B

A CP

Q

R

काठी

आकृती 8.3

ववचार करूया
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काटकोन D	ABC मधये, ÐB = 90° अाहे तर ÐA ि ÐC हे लघुकोन आहेत.

उदा.

ÐP समोरील िाजू = . .  . ÐP लगतिी िाजू = . . . .
ÐR समोरील िाजू = . . . ÐR लगतिी िाजू = . . . . 

C

BA ¯
ÐA लगतिी भुजा

ÐA िी संमुख भुजा¯कर्व

आकृती 8.5

ÐC लगतिी भुजा

ÐC िी संमुख भुजा
¯

¯कर्व

A B

C

आकृती 8.6

A

E

B C F

P

Q

आकृती 8.8

आकृती 8.7 RQ

P

  वरिकोणाचया संदभा्मतील काही संज्ा (Terms related to triangle)

काटकोन D	PQR मधये 

  वरिकोणवमतीय गुणोततरे (Trigonometic ratios)

शेजारील आकृती 8.8 मधये काही काटकोन वत्रकोर 
दाखिले आहेत. तयांिा ÐB हा सामाईक कोन आहे. 
तयामुळे हे सि्व काटकोन वत्रकोर समरूप आहेत.
ये्े D	PQB ~	D	ACB आहे.
\	 PB

AB

PQ

AC

BQ

BC
= =

 
PQ

AC

PB

AB
=   \ PQ

PB

AC

AB
=   . . . . .  एकांतर वक्या

 QB
BC

PB

AB
=   \ 

QB

PB

BC

AB
=  . . . . .  एकांतर वक्या

जाणून घेऊया.
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PQ

PB
 ि 
AC

AB
ही गरुोततरे समान आहेत.

  PQ
PB

 = AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कर्व
      

     या गुरोततराला B या कोनािे साइन (sine) गुरोततर असे महरतात. हे गरुोततर ्ोडकयात sinB असे वलवहतात.
(ii)    D	PQB ि D	ACB मधये 

     BQ
PB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू

कर्व
 आवर BC

AB
 =  

ÐB चया लगतिी िाजू

कर्व

     BQ
PB

 = BC
AB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू 

कर्व
    या गरुोततराला कोन B िे कोसाईन (cosine) गरुोततर असे महरतात. हे गुरोततर ्ोडकयात cosB असे 
वलवहतात.

(iii) PQ
BQ

AC

BC
= =  

ÐB चया समाेरील िाजू

ÐB चया लगतिी िाजू

   या गरुोततराला कोन B िे टटँजंट (tangent) गरुोततर असे महरतात. हे गरुोततर ्ोडकयात tanB असे वलवहतात.
उदा. 

ÐB चया समोरील िाजू

कर्व

D	PQB मधये,

PQ

PB
 = 

D	ACB मधये,

AC

AB
 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कर्व

ÐB समोरील िाजू

C

q
B

A

आकृती 8.11

काही िेळा काटकोन वत्रकोराचया लघुकोनािंी मापे  q(्ीटा),
a	 (अलिा), b (िीटा) इतयादी ग्ीक अषिरांनी दश्वितात. 
सोितचया आकृतीत, D ABC चया C या लघुकोनािे माप q 
या अषिराने दाखिले आहे. अशािेळी sinC, cosC, tanC ही 
गुरोततरे अनुक्मे sinq, cosq, tan q अशीही वलवहतात. 

खालील आकृतया 8.9 आवर 8.10 या आकृती 8.8 मधून िेगळ्ा केलेलया वत्रकोरांचया आहेत.

आकृती 8.9

P

QB

ÐB लगतिी िाजू
¯

¯ÐB समोरील िाजूकर्व

आकृती 8.10

A

C

ÐB लगतिी िाजू
¯

¯

B

कर्व

(i)
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शेजारील आकृती 8.12 मधये D	PQR िा ÐR हा 
काटकोन आहे तर खालील गरुोततरे वलहा.
(i) sin P (ii) cos Q (iii) tan P (iv) tan Q

1.

2.

3.

आकृती 8.13 मधये D	XYZ  हा काटकोन वत्रकोर 
आहे. ÐXYZ = 90° आहे. िाजूंिी लांिी a,b,c 
अशी वदली आहे. यािरून खालील गुरोततरे वलहा.
(i) sin X (ii) tan Z (iii) cos X (iv) tan X

काटकोन D LMN मधये, ÐLMN = 90° 
ÐL = 50° आवर ÐN = 40° आहे.  
यािरून खालील गुरोततरे वलहा.
(i) sin 50°  (ii) cos 50°
(iii) tan 40°  (iv) cos 40°

P

Q

R

आकृती 8.12

सरािसंि 8.1

वदलेलया आकृतीमधये ÐPQR = 90°,
ÐPQS = 90°, ÐPRQ = a ि ÐQPS =  q तर 
खालील वत्रकोरवमतीय  गरुोततरे वलहा.
(i) sin a, cos a, tan a 
(ii) sin q, cos q, tan q

4.

 sin C = sin q	= AB
AC

 , cos C = cos q	= BC
AC

 , tan C = tan q	= AB
BC

हे लक्ात ठेवूया.

•	 sin गुरोततर  =  
कोनासमोरील िाजू

कर्व

•		cos गुरोततर = 
कोनालगतिी िाजू

कर्व

•		tan गुरोततर = 
कोनासमोरील िाजू

कोनालगतिी िाजू

आकृती 8.13

XY

Z

a

b

c

आकृती 8.14

L

M N

50°

40°

आकृती 8.15

P

QR S

q

a
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आकृती 8.16 मधये,
D	PMN हा काटकोन वत्रकोर आहे.
mÐM = 90°, ÐP ि ÐN हे परसपरांिे कोवटकोन 
आहेत. 
\	जर mÐN = q	तर mÐP = 90 - q

sin q	=  PM
PN

 ........(1)

cos q	=  NM
PN

 .......(2)

tan q	= PM
NM

 ........(3)

sin(90 - q) = NM
PN

 ........(4)

cos (90 - q) = PM
PN

 .......(5)

tan (90 - q) = NM
PM

 ........(6)

जाणून घेऊया.

  वरिकोणवमतीय गुणोततरांमधील संबंध (Relations among trigonometric ratios)

 \	sin q	= cos (90 - q) ........ (1) ि (5) िरून
      cos q	= sin(90 - q) ........ (2) ि (4) िरून

 आता हेही लषिात घयाः tan q	´	tan (90 - q) = PM
NM

 ´	 NM
PM

	 ........ (3) ि (6) िरून

	 	 	 			\		tan q	´	tan (90 - q) = 1

 तसेि sin q
cos q

 = 

PM

PN

NM

PN

 = PM
PN

 ´	 PN
NM

	=	 PM
NM

	=	tan q

हे लक्ात ठेवूया.

cos (90 - q) = sin q,										sin(90 - q) = cos q	
sin q
cos q

 = tan q,		 															tan q	´	tan (90 - q) = 1

आकृती 8.16

P

MN
q

(90- q)°
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* अवधक मावहतीसाठी 

 1

sin q
 = cosec q,		 1

cos q
 = sec q,			 1

tan q
 = cot q  

महरजेि cosec q,	sec q आवर cot q	ही अनुक्मे	sin q,	cos q	आवर	
tan q	यांिी वयसत गरुोततरे आहेत.

•	sec q	= cosec (90 - q) •	cosec q	= sec (90 - q)

•	tan q	= cot (90 - q) •	cot q	= tan (90 - q)

30°- 60°-90° मापाचया वरिकोणाचा गुणधम्म
एखाद्या वत्रकोराचया कोनािंी मापे 30°,60°, 90° असतील तर आपलयाला माहीत आहे की, 30° कोनासमोरील 

िाजू करा्वचया वनममी असते आवर 60 ° कोनासमोरील िाजू करा्वचया लांिीचया 3

2
 पट असते.

शेजारील आकृतीमधये, काटकोन D ABC मधये 
ÐC = 30°, ÐA = 60°, ÐB = 90° आहे.

\ AB = 1
2

AC आवर BC = 3

2

AC 

काटकोन D PQR मधये जर ÐR = 30°, 

ÐP = 60°, ÐQ = 90° आवर समजा PQ = a 

तर  PQ = 1
2

 PR

        a = 1
2

 PR

\	PR = 2a

QR = 3

2
PR

QR = 3

2
 ´	2a

QR = 3 a

\	जर  PQ = a तर PR = 2a आवर QR = 3 a

30°

60°

A

BC

आकृती 8.17

आकृती 8.18

a
2a

3 a

30°

60°

P

Q R

  30° व 60° या कोनांची वरिकोणवमतीय गुणोततरे (Trignometric ratios of 30° and 60°angles)

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.
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(I) 30° मापाचया कोनािी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे.

sin 30° = PQ
PR

a

a
= =
2

1

2

cos 30° = QR
PR

a

a
= =
3

2

3

2

tan 30° = PQ
QR

a

a
= =
3

1

3

sin q	= cos(90-q) 
sin 30° = cos (90°- 30°) = cos 60°
sin 30° = cos 60°

cos q	= sin(90 -q)
cos 30° = sin (90°- 30°) = sin 60°
cos 30°= sin 60°

(II) 60° मापाचया कोनािी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे.

sin 60°  = QR

PR
= 3 a

2a
= 3

2

cos 60° = PQ

PR
= a

2a
= 1
2

tan 60° = QR

PQ
= 3 a

a
= 3

 काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90° वदला आहे. ÐP ि ÐR हे परसपरांिे कोवटकोन आहेत, महरून 
कोवटकोनाचया साइन  ि कोसाइन  या गरुोततरांमधील संिंध ये्े पडताळून पाहा.

काटकोन D	ABC मधये ÐB= 90°, ÐA =45°, 
ÐC = 45° \ हा समद् विभुज काटकोन वत्रकोर 
आहे. समजा, AB = a  तर BC = a 
पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून AC िी लांिी काढू.
    AC2 = AB2 + BC2 
           = a2 + a2 
    AC2 = 2a2

\	AC = 2 aआकृती 8.19

A

B C

a

45°

a2

45°

a

हे लक्ात ठेवूया.

sin 30° = 1
2

cos 30° = 3

2

tan 30° = 1
3

sin 60° = 3

2

cos 60° = 1
2

tan 60° = 3

 
(III) 45° मापाचया कोनािी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे.
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sin 45° = 1

2

,  cos 45° = 
1

2
,  tan 45° = 1

मागील आकृती 8.19 मधये ÐC = 45° आहे. 

     sin 45°  = 
AB

AC
= 

a

2 a
= 1

2

   tan 45° = 
AB

BC
= 

a

a
= 1

     cos 45°  = 
BC

AC
= 

a

2 a
= 

1

2

हे लक्ात ठेवूया.

(IV) 0° ि 90° मापांचया कोनांिी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे

आकृती 8.20

A 

C C CB B B 

A 

A 

काटकोन D	ACB मधये ÐC = 90° आवर ÐB = 30° आहे. sin 30° = 
AC

AB
हे आपलयाला माहीत आहे. 

AB िी लांिी ष्स्र ठेिून, ÐB िे माप जसेजसे कमी होते तशीतशी ÐB समोरील िाजू AC िी लांिी कमी होते 
महरून ÐB िे माप कमी झाले की sin q	िी वकंमत कमी होते. 
 \	ÐB िे माप 0° होईल तेवहा AC िी लांिी ही 0 होईल.

	 \	sin 0° = 
AB

AC

AB

0
= 	 	 \	sin 0° = 0

आकृती 8.21
B C

85°

B B CC
30° 70°

A 

A A 
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आता आकृती 8.21 पाहा. या काटकोन वत्रकोरात ÐB िे माप जसजसे िाढत जाते तसतसे AC िी लांिी िाढताना 
वदसते. ÐBिे माप जर 90° झाले तर AC ही AB एिढी होईल.

 \	sin 90° = AC
AB

  \	sin 90° = 1

आपर कोवटकोनािी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे पावहली आहेत.

        sin q	= cos (90 - q) आवर cos q	= sin (90 - q)

  \	cos 0° = sin (90 - 0)° = sin 90° = 1

  आवर	cos 90° = sin (90 - 90)° = sin 0°= 0

sin 0° = 0,   sin 90° = 1,  cos 0° = 1,  cos 90° = 0

गरुोततरे कोनांिी मापे

 आपलयाला माहीत अाहे की,

 tan q	= sin q
cos q

    \tan 0	= sin 0
cos 0

 = 0
1

 = 0

 परंतु tan 90°	= 
sin 90°
cos 90°  = 1

0
  

 परंतु 1
0

 हा भागाकार करता येत नाही. q	लघुकोन असून तो मोठा होत होत 90° चया जिळ जाऊ

 लागतो, तसा tan q	अवनियंधपरे मोठा होत जातो. परंतु tan 90 िी वकंमत ठरिता येत नाही. 

हे लक्ात ठेवूया.

विवशटि मापाचया कोनािंी वत्रकोरवमतीय गुरोततरे

0° 30° 45° 60° 90°

sin 0
1

2

1

2

3

2
1

cos 1
3

2

1

2

1

2
0

tan 0
1

3

1 3 ठरिता येत नाही

हे लक्ात ठेवूया.
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साेडवलेली उदाहरणे
उदा (1) वकंमत काढा ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°

उकल ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°

  = 2 ´	1	+	 3

2
	-	 3

2

	 	 = 2 + 0

  = 2

उदा (2) वकंमत काढा. 
34°

56°

sin

cos

उकल ः 56° + 34° = 90° महरजे 56 ि 34 ही कोवटकोनांिी मापे आहेत.
  sin q	= cos (90- q)
 \				sin 34°	= cos (90- 34)° = cos 56°
 \				 cos

sin

cos

cos

56

34

56

56
1

°

°
=

°

°
=

उदा (3) काटकोन D	ACB मधये जर ÐC = 90°, AC = 3, BC = 4 तर 
 ÐA ि ÐB िी खालील वत्रकारवमतीय गुरोततरे काढा.
 sin A, sin B, cos A, tan B
उकलः काटकोन D	ACB मधये पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून,
 AB2= AC2 +BC2

       = 32 + 42

       = 52

         AB  = 5
 sin A = BC

AB
 = 4
5

    cos A = AC
AB

 = 3
5

 

 sin B = AC
AB

 = 3
5

    tan B = AC
BC

 = 3
4

उदा (4) काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90°, ÐR= q  आवर जर
 sin q	= 5

13
 तर cos q, tan q काढा.

उकल ः

A 

B C

3

4

आकृती 8.22

q

P

Q Rआकृती 8.23

काटकोन D	PQR मधये ÐR= q
     sin q	= 5

13
 

\	 PQ
PR

 = 5
13
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P

Q R
q

5k

13k

12k

आकृती 8.24

\	PQ = 5k आवर PR = 13k मानू. 

पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून QR काढू.

PQ2 + QR2 = PR2

(5k)2 + QR2 = (13k)2

25k2 + QR2 = 169 k2

 QR2 = 169 k2 - 25k2

 QR2 = 144 k2

 QR = 12k

आता काटकोन D PQR मधये PQ = 5k आवर PR = 13k, QR = 12k

cos q	= QR
PR

k

k
= =
12

13

12

13

 , tan q	= PQ
QR

k

k
= =
5

12

5

12

ववचार करूया

(1) िरील उदाहरर सोडिताना PQ आवर PR या िाजूंिी लांिी 5k आवर 13k का घेतली आहे?

(2) PQ आवर PR िी लांिी अनुक्मे 5 आवर 13 घेता येईल का? घेता येत असलयास लेखनात काही िदल  
 करािा लागेल का? 

वरिकोणवमतीमधील महत्वाचे समीकरण

P

Q R
q

आकृती 8.25

D	PQR हा काटकोन वत्रकोर आहे 
ÐPQR = 90°, ÐR= q मानू.

sin q = PQ
PR

 ..........(1)

cos q	= QR
PR

 ..........(2)

पाय्ागोरसचया प्रमेयािरून
PQ2 + QR2 = PR2

\	 PQ
PR

QR

PR

PR

PR

2

2

2

2

2

2
+ = .... प्रतयेक पदाला 

   PR2 ने भागले

\	 PQ
PR

QR

PR









 +









 =

2 2

1

\	(sin q)2 + (cos q)2 = 1.... (1) ि (2)  
      िरून
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हे लक्ात ठेवूया.

(sin q)2 महरजे sin q	िा िग्व, हा sin2 q	असा वलवहतात.
sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरर आपर पाय्ागोरसिे प्रमेय िापरून q	हा एक लघुकोन असराऱया 

काटकोन वत्रकोराचया साहाययाने वसद् ध केले.  q	= 0° वकंिा q	= 90°  असेल तरीही हे समीकरर सतय असते 
यािा पडताळा घया. 

sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरर कोरतयाही मापाचया कोनासाठी सतय असलयामुळे तयाला वत्रकोरवमतीतील 
मूलभूत वनतय समानता महरतात.

(i) 0 £	sin q £	1, 0 £	sin2 q £	1   (ii) 0 £	cos q £	1, 0 £	cos2 q £	1

सरावसंच 8.2

1. खालील साररीत प्रतयेक सतंभात एक गरुोततर वदले आहे. तयािरून इतर दोन गरुोततरे काढा आवर ररकामया  
 जागा भरा.

sin q
11

61

1

2

3

5

cos q
35

37

1

3

tan q 1
21

20

8

15

1

2 2

2. वकमती काढा.

 (i) 5 30 3 45sin tan° + °    (ii) 4
5

60 3 60
2 2

tan sin° + °  

 (iii) 2 30 0 3 90sin cos sin° + °+ °    (iv) tan

sin cos

60

60 60+
 

 (v) cos sin
2 2
45 30° + °    (vi) cos cos sin sin60 30 60 30°× °+ °× °

3. जर sin q	= 4
5

 तर cos q काढा.

4. जर cos q	= 15
17

 तर sin q काढा.
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 8

1. खालील िहुपया्वयी प्रशनांचया उततरािा अिूक पया्वय वनिडा.
 (i) खालीलपैकी कोरते विधान सतय आहे.
  (A) sin q	= cos (90- q)   (B) cos q	= tan (90- q) 
  (C) sin q	= tan (90- q)   (D) tan q	= tan (90- q)
 (ii) sin 90° िी वकंमत खालीलपैकी कोरती ?

  (A) 3

2
  (B) 0   (C) 1

2
   (D) 1

 (iii) 2 tan 45° + cos 45° - sin 45° = वकती ?
  (A) 0   (B) 1  (C) 2  (D) 3
 (iv) cos

sin

28

62

°

°
=  वकती ?

  (A) 2  (B) -1 (C) 0  (D) 1

2. काटकोन D	TSU मधये TS = 5, ÐS = 90°, 
 SU = 12 तर sin T, cos T, tan T काढा. 
 तसिे sin U, cos U, tan U काढा.

3. काटकोन D	YXZ मधये, ÐX = 90°, XZ = 8 सेमी,
 YZ = 17 सेमी तर sin Y, cos Y, tan Y, 
 sin Z, cos Z, tan Z काढा.

4. काटकोन D	LMN मधये ÐN = q, ÐM = 90°,

 cos q  = 
25
24  तर sin q	आवर tan q	ही गरुोततरे काढा, 

 तसिे (sin2 q)  ि  (cos2 q) िी वकंमत काढा.

5. गाळलेलया जागा भरा. 
 (i) sin20° = cos °   

 (ii) tan30° ́ tan ° =1  

 (iii) cos40° = sin °    

qqq

आकृती 8.27

X Y

Z

8 17

L

M Nआकृती 8.28

आकृती 8.26

T

US
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आपर मागील इयततेत इष्टिकाविती, घन, िृततविती या घनाकृतींिे पृष्ठिळ ि घनिळ कसे काढतात हे 
अभयासले आहे.

• इष्टिकावितीिी लांिी, रंुदी ि उंिी अनुक्मे l , b, h असेल तर,
(i) इष्टिकावितीचया उभया पृष्ठांिे षिेत्रिळ = 2(l + b) ´	h

ये्े इष्टिकावितीचया उभया 4 पृष्ठांिे षेित्रिळ वििारात
घेतले आहे. 

(ii) इष्टिकावितीिे एकरू पृष्ठिळ = 2(lb + bh + lh)
ये्े इष्टिकावितीचया सहा पृष्ठांिे षेित्रिळ वििारात  घेतले 
आहे. 

(iii) इष्टिकावितीिे घनिळ = l ´	b ´	h

• घनािी कड (edge) l असलयास
(i) घनािे एकरू पृष्ठिळ = 6l 2

(ii) घनािे उभे पृष्ठिळ = 4l 2

(iii) घनािे घनिळ = l 3

• िृततवितीचया तळािी वत्रजया r ि उिंी h असलयास
(i) िृततवितीिे िक्पृष्ठिळ = 2prh

(ii) िृततवितीिे एकरू पृष्ठिळ = 2pr(r + h)

(iii) िृततवितीिे घनिळ = pr2h

• शंकूिे पृष्ठिळ
• शंकूिे घनिळ

• गोलािे पृष्ठिळ
• गोलािे घनिळ

इष्टिकाविती

घन

िृततविती

आकृती 9.1

h

l b

आकृती 9.2

l

आकृती 9.3

h

r

चला, वशकूया.

जरा आठवूया.

9 पृष्ठफळ व घनफळ
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सोितिी 9.4 ही आकृती शंकूिी आहे. शंकूचया तळािा केंद्रविंदू O 
आवर शंकिूा वशरोविंदू A आहे. रेख OA हा वत्रजया OB ला लंि 
आहे. महरजे AO ही शंकिूी लंिउिंी (h) आहे. AB ही शंकिूी 
वतरकस उिंी (l) आहे. 
D	AOB काटकोन वत्रकोर आहे. 
\	पाय्ागोरसचया प्रमेयानुसार
 AB 2 = AO 2 + OB 2

 \l 2 = h 2 + r 2

महरजेि, (वतरकस उंची)2 = (लंब उंची)2 + (तळाची वरिजया)2

आकृती 9.4

A

h
l

rO B

सरावसंच 9.1

1. एका इष्टिकाविती आकाराचया औषधाचया खोकयािी लांिी, रंुदी ि उंिी अनकु्मे 20 सेमी, 12 सेमी ि 
 10 सेमी आहे तर या खोकयाचया उभया पृष्ठांिे षेित्रिळ ि एकरू पृष्ठिळ काढा.
2. एका इष्टिकाविती आकाराचया खोकयािे एकरू पृष्ठिळ 500 िौ एकक आहे. वतिी रंुदी ि उंिी अनकु्मे 6  

ि 5 एकक आहे, तर तया खोकयािी लांिी वकती असेल ?
3. एका घनाकृतीिी िाजू 4.5 सेमी आहे, या घनाकृतीचया उभया पृष्ठांिे षेित्रिळ ि एकरू पृष्ठिळ काढा.
4. एका घनािे एकरू पृष्ठिळ 5400 िौसेमी आहे तर तया घनाचया उभया पृष्ठांिे षेित्रिळ काढा.
5. एका इष्टिकावितीिे घनिळ 34.50 घन मी असून वतिी रंुदी ि उिंी अनुक्मे 1.5 मी ि 1.15 मी आहे तर
 तया इष्टिकावितीिी लांिी काढा.
6. 7.5 सेमी कडा असलेलया घनािे घनिळ वकती ?
7. एका िृततवितीचया तळािी वत्रजया 20 सेमी ि उिंी 13 सेमी आहे तर तया िृततवितीिे िक्पृष्ठिळ ि एकरू
 पृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
8. िृततवितीिे िक्पृष्ठिळ 1980 सेमी2 असून तळािी वत्रजया 15 सेमी असलयास तया िृततवितीिी उिंी काढा. 
 (p	= 22

7
 घया.)

जाणून घेऊया.

  शंकूशी संबंवधत संज्ा व तयांचा परसपर संबंध (Terms related with a cone and their relation)

  शंकूचे पृष्ठफळ (Surface area of a cone)

 शंकूला दोन पृष्ठ ेअसतात. (i) ितु्वळाकार तळ    (ii) िक्पृष्ठ
 यांपैकी ितु्वळाचया षिेत्रिळाचया सतू्रािरून शंकूचया तळािे षेित्रिळ काढता येईल.
 शंकूचया िक्पृष्ठािे षेित्रिळ काढणयािे सूत्र कसे काढता येईल ?
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 शंकू    िक्पृष्ठािी घडर           घडरीिे तुकडे
आकृती 9.6 आकृती 9.7 आकृती 9.8

l l

l l

 तयासाठी शंकूचया िक्पृष्ठािी घडर पाहू.

आकृती 9.4 मधील शंकू तयाचया AB या वतरकस 
उंिीिर कापून उलगडला, की तयािी घडर सोितचया 
आकृती 9.5 प्रमारे वमळते. या आकृतीला ितु्वळपाकळी 
असे नाि आहे.

आकृती 9.4 आवर आकृती 9.5 यांिी तुलना करा. 
तयािरून पुढील िािी तुमचया लषिात आलया का ?आकृती 9.5

A

BD

C

(i)ितु्वळपाकळीिी वत्रजया AB ही शंकूचया वतरकस उिंीएिढी आहे.
(ii) ितु्वळपाकळीिा कंस BCD हे शंकूचया तळाचया पररघािेि रूपांतर आहे.
(iii) शंकूचया िक्पृष्ठािे षिेत्रिळ = A-BCD या ितु्वळपाकळीिे षिेत्रिळ

यािरून, शंकूचया िक्पृष्ठािे षेित्रिळ काढणयासाठी तयाचया घडरीिे, महरजेि ितु्वळपाकळीिे षिेत्रिळ 
काढािे लागेल. हे षेित्रिळ कसे काढता येते, हे पुढील कृतीतून समजून घया. 

 कृती  शंकूचया घडरीिा वििार करू.

 तळािा परीघ = 2pr

 एका िक्पृष्ठािे आकृती 9.8 मधये दाखिलयाप्रमारे 
शकय तेिढे लहान तुकडे करा. ते आकृती 9.9 मधये दाखिलयाप्रमारे 
एकमेकांना जोडा.
शंकूचया िक्पृष्ठािे तुकडे अशा प्रकारे जोडलयामुळे �ABCD हा 
जिळपास आयत झाला आहे.
AB ि CD िी एकरू लांिी ही 2pr आहे.
\	ABCD ह्या आयताचया AB िाजिूी लािंी pr आवर CD 
िाजूिी लांिी pr आहे.
आयताचया BC या िाजिूी लांिी = शंकिूी वतरकस उिंी = l आहे.
 \	शंकूिे िक्पृष्ठिळ महरजेि या आयतािे षिेत्रिळ होईल.
 \	शंकूचया िक्पृष्ठािे षेित्रिळ = आयतािे षेित्रिळ = AB ´ BC = pr ´ l = prl

आकृती 9.9

l

pr

A B

CD
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h

r

l
h

r

r

आकृती 9.10

कृती ः  एक काड्विोड्व घया. तयाचयापासून एक िंद िृततविती तयार करा महरजेि तळािी वत्रजया ि उंिी समान   
  असलेला एक शंकू ि एका िाजूने िंद अशी िृततविती तयार करा, महरजेि शंकूिी लंिउंिी ि िृततवितीिी 
  उंिी समान होईल असा एक शंकू ि िृततविती घया.
  शंकू िारीक िाळूने पूर्व भरून घया ि ती िाळू तया िृततवितीमधये ओता. िृततविती पूर्व भरेपययंत ही कृती  
  करा. िृततविती िाळूने पूर्व भरणयासाठी वकती शंकू भरून िाळू लागली? मोजा.

आता, शंकूचया एकरू पृष्ठिळािे सतू्रही काढता येईल.
शंकूिे एकूर पृष्ठिळ = िक्पृष्ठािे षेित्रिळ + तळािे षेित्रिळ
         = prl + pr2

        = pr(l + r)

ये्े एक महत्िािी िाि लषिात आली का ? शंकू िंवदसत नसेल (महरजे विदूषकाचया/ िाढवदिसाचया  
टोपी सारखा असेल) तर िक्पृष्ठ हे तयािे एकि पृष्ठ असेल. महरजे तयािे पृष्ठिळ prl या सतू्राने वमळेल.

  िृततविती भरणयासाठी िाळूने भरलेले असे तीन शंकू लागले. 

जाणून घेऊया.

  शंकूचे घनफळ (Volume of a cone)
						3 ´	शंकूिे घनिळ = िृततवितीिे घनिळ
	\	3 ´	शंकूिे घनिळ = pr2h

							\	शंकूिे घनिळ = 1
3

 ´	pr2h

हे लक्ात ठेवूया.

(i) शंकूचया तळािे षेित्रिळ = pr2   (ii) शंकूिे िक्पृष्ठिळ = prl

(iii) शंकूिे एकरू पृष्ठिळ = pr(l + r) (iv) शंकूिे घनिळ = 1
3

 ´	pr2h
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सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) शंकूचया तळािी वदलेली वत्रजया (r) ि वदलेली लंि उंिी (h) घेऊन तयािी वतरकस (l)उिंी काढा.

(i) r = 6 सेमी, h = 8 सेमी
  l2 = r2 + h2

	 \l2 = (6)2 + (8)2

	 \l2 = 36 + 64
	 \l2 = 100
	 \l = 10 सेमी

उदा (2) एका शंकूचया तळािी वत्रजया 12 सेमी  ि लंि उिंी 16 सेमी असलयास शंकूिी वतरकस उंिी,   
     िक्पृष्ठिळ ि एकरू पृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14)

(ii) r = 9 सेमी, h = 12 सेमी
      l2 = r2 + h2

	 \l2 = (9)2 + (12)2

	 \l2 = 81 + 144
	 \l2 = 225
	 \l = 15 सेमी

(i)   r = 12 सेमी, h = 16 सेमी
       l2 = r2 + h2

	 		\l2 = (12)2 + (16)2

	 		\l2 = 144 + 256
	 		\l2 = 400
	 		\l   = 20 सेमी

(ii) शंकिेू िक्पृष्ठिळ  = prl

       = 3.14 ´	12 ´	20
       = 753.6 िाैसेमी

(iii) शंकिेू एकरू पृष्ठिळ = pr(l + r)
      = 3.14 ´	12(20+12)
         = 3.14 ´	12 ´	32
          = 1205.76 िाैसेमी

उदा (3) एका शंकिेू एकरू पृष्ठिळ 704 िौसेमी ि तळािी वत्रजया 7 सेमी असलयास शंकिूी वतरकस उिंी   
   काढा. (p	= 22

7
 घया.)

  शंकूिे एकरू पृष्ठिळ = pr(l + r)

 \	 	704 = 22
7

 ´	7 (l + 7)

 \ 704

22

 = l + 7

 \	 	 32 = l + 7 

 \	 32 - 7 = l 

 \	 l = 25 सेमी
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उदा (4) एका शंकूचया तळािे षेित्रिळ 1386 िौसेमी आहे आवर शंकूिी उिंी 28 सेमी असलयास, शंकिेू 
िक्पृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

शंकूचया तळािे षेित्रिळ = pr 2 

 \		 1386 = 22
7

 ´	r 2

 \   1386 7

22

2×
= r

 \			63 ´ 7 = r 2

 \							441 = r 2

	 \	            r = 21 सेमी

l 2 = r 2 + h 2

\l 2 = (21)2 + (28)2

\l 2 = 441 + 784
\l 2 = 1225
\l = 35 सेमी
शंकूिे िक्पृष्ठिळ = prl

      = 22
7
´	21 ´	35

      = 22 ´	21 ´	5      
      = 2310िाैसेमी

सरावसंच 9.2

1. शंकूिी लंि उिंी 12 सेमी ि वतरकस उिंी 13 सेमी असेल तर शंकूचया तळािी वत्रजया वकती ?
2. एका शंकिेू एकरू पृष्ठिळ 7128 सेमी2 आवर शंकूचया तळािी वत्रजया 28 सेमी असेल तर शंकिेू घनिळ

 काढा. (p	= 22
7

 घया.)
3. एका शंकूिे िक्पृष्ठिळ 251.2 सेमी2 ि तळािी वत्रजया 8 सेमी असलयास शंकूिी वतरकस उंिी ि  

लंि उिंी काढा. (p	= 3.14 घया.)
4. 6 मी वत्रजया ि 8 मी वतरकस उिंीिी पत्यािी िंवदसत शंक्ाकार घनाकृती िनविणयािा दर 10 रु प्रवत िौरस

 मीटर असलयास ती घनाकृती िनिणयासाठी लागरारा खि्व काढा. (p	= 22
7

 घया.)
5. शंकूिे घनिळ 6280 घसेमी असून, तळािी वत्रजया 20 सेमी आहे तर शंकिूी लंिउंिी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
6. शंकूिे िक्पृष्ठिळ 188.4 िौसेमी ि वतरकस उिंी 10 सेमी आहे. तर शंकिूी लंिउिंी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
7. एका शंकिेू घनिळ 1232 सेमी3 ि उिंी 24 सेमी आहे, तर तया शंकूिे िक्पृष्ठिळ काढा. 
 (p	= 22

7

 घया.)
8. एका शंकिेू िक्पृष्ठिळ 2200 िौसेमी आहे ि वतरकस उिंी 50 सेमी आहे तर तया शंकूिे एकरू पृष्ठिळ 

ि घनिळ काढा. (p	= 22
7

 घया.)

9*. एका शंक्ाकृती तिंूत 25 मारसे रावहली आहेत. प्रतयेकाला जवमनीिरील 4 िौमी जागा लागते. जर तिंूिी 
उिंी 18 मीटर असेल तर तिंूिे घनिळ वकती ?
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  कृती ः

आकृती 9.11

पोकळ गोलािे िक्पृष्ठिळ = 4pr2

\	अध्वगोलािे िक्पृष्ठिळ = 2pr2

भरीि अध्वगोलािे एकरू पृष्ठिळ = िक्पृष्ठिळ + ितु्वळािे षेित्रिळ
 = 2pr2 + pr2

 = 3pr2

10*.    एका शेतामधये गुरांसाठी कोरडा िारा शंक्ाकार रास करून ठिेला असून, राशीिी उंिी 2.1 मी आहे. 
 तळािा वयास 7.2 मीटर आहे, तर िाऱयाचया राशीिे घनिळ काढा. पािसािी लषिरे वदसली तर अशा  
 प्रसंगी हा वढग पॅ्ष्सटकने आचछावदत करायिा असलयास शेतकऱयाला वकती िौ.मीटर पॅ्ष्सटकिा   
 कागद लागेल ? (p	= 22

7
 ि 17 37.  = 4.17 घया.) 

जाणून घेऊया.

  गोलाचे पृष्ठफळ (Surface area of sphere)

एक मोसिंे घेऊन तयािे दोन अधदे भाग करा.

एक भाग कागदािर पाल्ा ठेिून, भोिती पेष्नसल 
विरिून ितु्वळ काढा. अशी एकूर िार ितु्वळे काढा. 
आता मोसंबयाचया िार समान िोडी करा.

प्रतयेक  िोडीचया  सालीिे  लहान  लहान तुकडे  करा. 
एक ितु्वळ तया तुकडांनी जिळपास भरता येते हे 
अनुभिा. िारही ितु्वळे पूर्व भरतील. यािरून, 
गोलािे िक्पृष्ठिळ = 4 ´ ितु्वळािे षेित्रिळ
       = 4 pr2
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सोडवलेली उदाहरणे

  कृती ः एक शंकू ि एक अध्वगोल असे घया की, अध्वगोलािी वत्रजया ि शंकूिी उंिी समान असेल, तसेि शंकूिी 
तळािी वत्रजया ि अध्वगोलािी वत्रजया समान असािी.
शंकू िाळून ेपूर्व भरा. पूर्व भरलेला शंकू अध्वगोलात ओता. अध्वगोल पूर्व भरणयासाठी वकती शंकू लागतात  

 ते पाहा.

आकृती 9.12

rh

r

(1) एका गोलािी वत्रजया 7 सेमी आहे, तर तया  
 गोलािे िक्पृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

गोलािे िक्पृष्ठिळ = 4pr2

= 4 ´ 
22

7
 ´	(7)2

= 4 ´ 
22

7
 ´	7 ´	7

     = 88 ´	7
				= 616

गोलािे िक्पृष्ठिळ = 616 िौसेमी. 

(2) िक्पृष्ठिळ 1256 िौसेमी असराऱया   
 गोलािी वत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)

गोलािे िक्पृष्ठिळ = 4pr2

 \	1256 = 4 ´ 3.14 ´	r2

\	         

\	          

\			100	= r2

\ 10 = r
\	 r = 10 सेमी

एक अध्वगोल भरणयासाठी दोन शंकू भरून िाळू 
लागली.
\	2 ´	शंकूिे घनिळ = अध्वगोलािे घनिळ 
\	अध्वगोलािे घनिळ = 2 ´	शंकूिे घनिळ

= 2 ´	 1
3

 ´	pr2h

= 2 ´	 1
3

 ´	pr2 ´	r

= 2
3

 pr3

\	गोलािे घनिळ = 2 ´	अध्वगोलािे घनिळ

= 4
3
pr3

\	गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

1256

4 3 14

2

×
=

.
r

31400

314

2= r
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सोडवलेली उदाहरणे 

उदा (1) एका गोलािी वत्रजया 21 सेमी आहे, तर तया   
गोलािे घनिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

उकल ः गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	(21)3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	21	´	21 ´	21

   = 88 ´	441

\					गोलािे घनिळ = 38808 घसेमी

उदा (2) 113040 घसेमी घनिळ असराऱया 
गोलािी वत्रजया शोधा. (p	= 3.14 घया.)
उकल ः गोलािे घनिळ = 4

3
pr3

             113040 = 4
3

 ´	3.14	´	r3

      113040 3

4 3 14

´
´ .

= r3

      28260 3

3 14

´
.

 = r3

	 \ 9000 ´ 3 = r3

           \   r3 = 27000
  \   r = 30 सेमी
गोलािी वत्रजया 30 सेमी आहे.

उदा (3) िक्पृष्ठिळ 314 िौसेमी असराऱया गोलािे घनिळ वकती ? (p	= 3.14 घया.)

गोलािे िक्पृष्ठिळ = 4pr2

                        314 = 4 ´	3.14	´	r2

          

314

4 3 14´ . = r2

          31400
4 314´

 = r2

	 \ 100

4

 = r2

	 \    25  = r2

	 \      r = 5 सेमी

गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

              = 4
3

 ´	3.14	´	53

  = 4
3

 ´	3.14	´	125

       = 523.33 घसेमी

हे लक्ात ठेवूया.

•	अध्वगोलािे घनिळ = 
2

3
 pr3

•	भरीि अध्वगोलािे एकरू पृष्ठिळ = 2pr2 + pr2= 3pr2 
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सरावसंच 9.3

1. खाली वदलेलया संखया गोलांचया वत्रजया दश्वितात.
(i) 4 सेमी (ii) 9 सेमी (iii) 3.5 सेमी
तर तया गोलांिी िक्पृष्ठिळे ि घनिळे शोधा.(p	= 3.14 घया.)

2. 5 सेमी वत्रजया असराऱया भरीि अध्वगोलािे िक्पृष्ठिळ ि एकरू पृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
3. 2826 सेमी2 िक्पृष्ठिळ असराऱया गोलािे घनिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
4. 38808 घसेमी घनिळ असराऱया गोलािे िक्पृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

5. एका अध्वगोलािे घनिळ 18000 p	घसेमी आहे, तर तया गोलािा वयास काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 9

1. 0.9 मी वयास ि 1.4 मी लांिी असराऱया रोड रोलरचया 500 िेऱयांमधये सपाट केलेलया जवमनीिे षिेत्रिळ
वकती ? (p	= 22

7
)

2. एक इष्टिकाविती आकारािे घरगुती मतसयालय िनिणयासाठी 2 वममी जाडीिी काि िापरली. मतसयालयािी
(चया वभंतींिी) िाहेरून लांिी, रंुदी ि उिंी अनकु्मे सेंवटमीटरमधये 60.4 ´ 40.4 ´ 40.2 आहे, तर तया
मतसयालयात जासतीत जासत वकती पारी मािेल?

3. एका शंकूचया तळािी वत्रजया ि लंिउंिी यांिे गुरोततर 5ः12 आहे. शंकूिे घनिळ 314 घमी असलयास
 तयािी लंिउंिी ि वतरकस उिंी काढा. (p	= 3.14 घया.)

4. एका गोलािे घनिळ 904.32 घसेमी आहे तर तया गोलािी वत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)
5. एका घनािे एकरू पृष्ठिळ 864 िौसेमी आहे तर तयािे घनिळ काढा.
6. जया गोलािे पृष्ठिळ 154 िौसेमी आहे. अशा गोलािे घनिळ काढा.
7. एका शंकिेू एकरू पृष्ठिळ 616 िौसेमी आहे. तयािी वतरकस उंिी ही तळाचया वत्रजयेचया वतपपट असलयास

वतरकस उिंी काढा.
8.  ितु्वळाकार विवहरीिा आतील वयास 4.20 मीटर आहे. विवहरीिी खोली 10 मीटर आहे. तर तयािे आतील

िक्पृष्ठिळ वकती? विवहरीचया आतील िक्पृष्ठाला वगलािा करणयासाठी प्रवतिौमी 52 रुपये दराने वकती 
खि्व येईल?

9. एका रोडरोलरिी लांिी 2.1 मीटर असून तयािा वयास 1.4 मीटर आहे. एका मैदानािे सपाटीकरर करताना
रोलरिे 500 िेरे पूर्व होतात, तर रोलरने वकती िौमी मैदान सपाट होईल? सपाटीकररािा दर प्रवत िौमी
7 रुपये दराने वकती खि्व येईल?

qqq
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1.  भूवमतीतील मूलभूत संबोध
सरावसंच 1.1

1. (i)  3  (ii) 3 (iii) 7 (iv) 1
 (v) 3 (vi) 5 (vii) 2  (viii) 7
2. (i)  6      (ii) 8      (iii) 10      (iv) 1      (v) 3      (vi)  12 
3. (i) P-R-Q      (ii) एकरेषीय नाहीत       (iii) A-C-B      (iv) एकरेषीय नाहीत 
 (v) X-Y-Z      (vi) एकरेषीय नाहीत 
4. 18 ि  2      5. 25  ि  9       6. (i) 4.5      (ii) 6.2      (iii) 2 7      7. वत्रकोर

सरावसंच 1.2
1. (i) नाहीत      (ii) नाहीत      (iii)  आहेत      2. 4      3. 5      4. BP < AP < AB
5. (i) वकरर RS वकंिा  वकरर RT  (ii) वकरर PQ (iii) रेख QR (iv) वकरर QR  ि वकरर RQ इ.
 (v) वकरर RQ  ि वकरर RT इ.     (vi) वकरर SR , वकरर ST इ.    (vii)  विंदू  S
6. (i) विंदू  A  ि विंदू  C , विंदू  D ि विंदू  P (ii)  विंदू  L ि विंदू  U , विंदू  P विंदू R
 (iii) d(U,V ) = 10 ,d(P,C) =6 , d(V,B) = 3 , d(U,L)=2

सरावसंच 1.3
1. (i) जर एखादा िौकोन समांतरभुज असेल तर तया िौकोनािे संमुख कोन एकरूप असतात.
 (ii) जर एखादा िौकोन आयत असेल तर तया िौकोनािे कर्व एकरूप असतात.
 (iii) जर एखादा वत्रकोर समद् विभुज असेल तर तया वत्रकोरािा वशरोविंदू ि पायािा मधयविंदू यांना जोडरारा 
  रेषाखंड पायाला लंि असतो.
2. (i) जर दोन रेषा ि तयांिी छवेदका वदली असता होरारे वयुतक्म कोन एकरूप  असतील तर तया दोन रेषा  
  समांतर असतात.  
 (ii) दोन समांतर रेषांना एका छवेदकेने छेदले असता तयार होराऱया आंतरकोनािंी जोडी पूरक असते . 
 (iii) जर एखाद्या िौकोनािे  कर्व एकरूप असतील तर तो िौकोन आयत असतो. 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 1

1. (i)   A    (ii)  C   (iii)  C   (iv)  C   (v)  B
2. (i) असतय      (ii) असतय      (iii) सतय     (iv) असतय
3. (i)   3   (ii)   8 (iii)  9  (iv) 2   (v)  6  (vi) 22  (vii) 165 
4. -15   ि  1   (5)  (i)   10.5   (ii)    9.1   (6)  -6  ि  8  

उततरसूची
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2.  समांतर रेषा
सरावसंच 2.1

1. (i)  95°   (ii)  95°    (iii) 85°  (iv) 85°      
2. Ða = 70°, Ðb = 70°, Ðc = 115°, Ðd = 65°  
3. Ða = 135°, Ðb = 135°, Ðc = 135°
5. (i)   75°    (ii)   75° (iii) 105° (iv)  75° 

सरावसंच 2.2
1. नाही. 4. ÐABC = 130°

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 2

1. (i)   C    (ii) C    (iii) A    (iv)  B   (v)  C     4. x = 130°   y = 50°                           
5.  x = 1260°        6.  f = 100°     g = 80°

3.  वरिकोण

सरावसंच 3.1
1.  110° 2.  45° 3. 80°, 60°, 40° 4. 30°, 60°, 90°   
5.  60°, 80°, 40° 6. ÐDRE = 70°, ÐARE = 110° 
7.  ÐAOB = 125° 9.  30°, 70°, 80°

सरावसंच 3.2
1. (i) िािािा      (ii)  िाकोिा      (iii) कोिाको   (iv) कर्वभुजा   
2. (i) कोिाको, ÐBAC @  ÐQPR ,रेख AB @ रेख PQ, रेख AC @  रेख PR
 (ii) िाकोिा, ÐTPQ @  ÐTSR, ÐTQP @  ÐTRS, रेख PQ @ रेख SR
3. कर्वभुजा, ÐACB @  ÐQRP, ÐABC @  ÐQPR, रेख AC @ रेख QR
4. िािािा, ÐMLN @  ÐMPN, ÐLMN @  ÐMNP,ÐLNM @ ÐPMN

सरावसंच 3.3
1. x = 50° , y = 60°, mÐABD = 110° , mÐACD = 110° .
2. 7.5 एकक  3. 6.5 एकक  4. l(PG) = 5 सेमी , l(PT) = 7.5 सेमी

सरावसंच 3.4
1.  2 सेमी  2. 28°  3. ÐQPR, ÐPQR  4. िाजू NA, िाजू FN

सरावसंच 3.5
1. XY

LM

YZ

MN

XZ

LN
= = ,    ÐX @	ÐL,    ÐY @	ÐM,    ÐZ @	ÐN

2. l(QR) = 12 सेमी, l(PR) = 10 सेमी
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संकीण्म  प्रशनसंग्रह 3

1. (i) D  (ii) B  (iii) B

5.  चौकोन

सरावसंच 5.1

1. mÐXWZ = 135°, mÐYZW = 45° , l (WY) = 10 सेमी
2. x = 40° , ÐC = 132° ,  ÐD = 48°
3. 25 सेमी, 50 सेमी, 25 सेमी, 50 सेमी
4. 60°, 120°, 60°, 120°
6.  ÐA = 70° , ÐB = 110° , ÐC = 70° , ÐR = 110°

सरावसंच 5.3
1. BO = 4 सेमी, ÐACB = 35°
2. QR = 7.5 सेमी, ÐPQR = 105°, ÐSRQ = 75°
3. ÐIMJ = 90°, ÐJIK = 45°, ÐLJK = 45°
4. िाज ू= 14.5 सेमी, पररवमती = 58 सेमी 
5. (i) असतय (ii) असतय (iii) सतय (iv) सतय  (v) सतय (vi) असतय

सरावसंच 5.4
1.  ÐJ = 127°, ÐL = 72°  2. ÐB = 108°, ÐD = 72° 

सरावसंच 5.5
1. XY = 4.5 सेमी, YZ = 2.5 सेमी, XZ = 5.5 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 5

1. (i) D (ii) C (iii) D    2.  25 सेमी,   3. 6 5 2.  सेमी 
4. 24 सेमी, 32 सेमी, 24 सेमी, 32 सेमी 5.    PQ = 26 सेमी      6. ÐMPS = 65°

6. वतु्मळ

सरावसंच 6.1
1. 20 सेमी  2. 5 सेमी  3. 32 एकक 4. 9 एकक

सरावसंच 6.2
1. 12 सेमी  2. 24 सेमी 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 6
1. (i) A (ii) C (iii) A (iv) B (v) D (vi) C (vii) D वकंिा B    2.    2ः1  4. 24 एकक
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7. वनददेशक भूवमती

सरावसंच 7.1
1. विंदू A ः िरर II, विंदू B ः िरर III, विंदू K ः िरर I, विंदू D ः िरर I
 विंदू E ः िरर I, विंदू F ः िरर IV, विंदू G ः िरर IV, विंदू H ः Y-अषि
 विंदू M ः X-अषि, विंदू N ः Y-अषि, विंदू P ः Y-अषि, विंदू Q ः िरर III
2. (i) िरर I (ii) िरर III (iii) िरर IV (iv) िरर II

सरावसंच 7.2
1.  िौरस 2. x = -7 3. y = -5 4. x  = -3     5. 4 एकक
6. (i) Y-अषि (ii) X-अषि (iii) Y-अषि (iv) X-अषि
7. X अषिाला (5,0) , Y  अषिाला (0,5)
8. (-4,1),  (-1.5, 1), (-1.5,5), (-4,5)

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 7

1. (i) C       (ii) A      (iii) B       (iv) C       (v) C      (vi) B     2. (i) Q (-2,2), R(4,-1)     
 (ii) T(0,-1), M(3,0)     (iii) विंदू S     (iv) विंदू O     3. (i) िरर IV     (ii) िरर III     
 (iii) िरर II     (iv) िरर II      (v) Y अषि     (vi) X अषि      5. (i) 3     
 (ii) P(3,2), Q(3,-1), R (3,0)     (iii) 0 6. दोन रेषा. y = 5, y = -5     7. |a|

8.  वरिकोणवमती

सरावसंच 8.1

1. (i) 
QR

PQ
 (ii) 

QR

PQ
 (iii) 

QR

PR
 (iv) 

PR

QR

2. (i) 
a

c

 (ii) 
b

a
 (iii) 

b

c
 (iv) a

b

3. (i) 
MN

LN

 (ii) 
LM

LN
 (iii) 

LM

MN
 (iv) 

MN

LN

4. (i) 
PQ

PR

RQ

PR

PQ

RQ
, ,  (ii) 

QS

PS

PQ

PS

QS

PQ
, ,

सरावसंच 8.2

1. sin q		ः 12
37

, 1
2

, 2

3
, 21
29

, 8
17

, 1
3

  ; cos q	ः 60
61

, 1
2

, 3

2
, 20
29

, 15
17

, 4
5

, 2 2

3

 tan q		ः 12
35

, 11
60

, 1
3

, 2 , 3
4
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2.  (i) 11
2

 (ii) 
93

20
      (iii) 5 (iv) 2 3

3 1+
 (v) 3

4
 (vi) 

3

2
 3. 3

5
        4. 8

17

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 8

1. (i) A (ii) D  (iii) C (iv) D

2. sin T = 12
13

, cos T = 5
13

, tan T = 12
5

, sin U = 5
13

, cos U = 12
13

, tan U = 5
12

3. sin Y = 8
17

, cos Y = 15
17

, tan Y = 
8

15
, sin Z = 15

17
, cos Z = 8

17
, tan Z = 15

8

4. sin q	= 7
25

, tan q	= 7
24

, sin2 q = 49
625

, cos2 q = 576
625

5. (i) 70   (ii) 60  (iii) 50

9.  पृष्ठफळ व घनफळ
सरावसंच 9.1

1. 640 िौसेमी, 1120 िौसेमी 2. 20 एकक  3. 81 िौसेमी, 121.50 िौसेमी
4. 3600 िौसेमी    5. 20 मी  6. 421.88 घसेमी
7. 1632.80 िौसेमी, 4144.80 िौसेमी  8. 21 सेमी

सरावसंच 9.2

1. 5 सेमी 2. 36960 घसेमी 3. 10 सेमी, 6 सेमी 4. ` 2640
5.  15 सेमी 6. 8  सेमी 7. 550 िौसेमी 8. 2816 िौसेमी, 9856 घसेमी 
9. 600 घमी 10. 28.51 घमी, 47.18 िौमी

सरावसंच 9.3
1. (i) 200.96 िौसेमी, 267.95 घसेमी (ii) 1017.36 िौसेमी, 3052.08 घसेमी
 (iii) 153.86 िौसेमी, 179.50 घसेमी
2. 157 िौसेमी, 235.5 िौसेमी 3.  14130 घसेमी  4.  5544 िौसेमी 5.  60 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 9

1.   1980 िौमी  2.   96801.6 घसेमी  3.   12 मी, 13 मी
4.   6 सेमी   5.   1728 घसेमी  6.   179.67 घसेमी
7.   21 सेमी   8.   132 िौमी, ` 6864 9.   4620 िौमी, ` 32340

qqq



इयत्ता ९ वी प्तातयक्षिक पुसस्कता
गक्ि्  (भताग I व भताग II)

प्तातयक्षिक नोंदवह्ता पताठ्यपुस्क मंडळताचयता क्वभतागीय 
भतंाडतारतंामधयये क्वक्रीसताठी उपलब्ध आहये्.

(१) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, स्ेनाप्ती बापट माग्ग, पुणे ४११००४,  २५६५९४६५ (२) मिाराष्ट्र राज्य 
पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, पी - ४१, औद्ोरगक वसाि्त, मुंबई-बंगलोर मिामागा्गवर, सकाळ का्या्गल्यासमोर, कोलिापूर 
४१६१२२  २४६८५७६ (३) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, १० उद्ोग ्नगर, एस. विी. रोड, गोरेगाव, 
पश्चिम मुंबई ४०० ०६२  २८७७१८४२ (४) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, रसडको प्लॉट ्नं. १४, डबल्ूय 
सेकटर १२, वावंजा रोड, न्ूय प्नवेल, रज. रा्यगड, प्नवेल ४१० २०६  २७४६२६४६५ (५) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार 
व रव्तरण केंद्र, लेखा्नगर जवळ, प्लॉट ्नं. २४, ‘माघ’ सेकटर, रसडको, ्नवी्न मुंबई-आग्ा रोड, ्नारशक ४२२००९  २३९१५११ 
(६) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, एम आ्य डी सी शेड क्रमांक २ व ३, रेलवे सटेश्नजवळ, औरंगाबाद ४३१ 
००१  २३३२१७१ (७) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, रवींद्र्नाथ टागोर सा्यनस कलॉलेजसमोर, मिाराजा 
बाग रोड, ्नागपूर ४४० ००१  २५४७७१६/२५२३०७८ (८) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, प्लॉट ्नं, एर 
९१, एम आ्य डी सी, ला्तूर ४१३५३१  २२०९३० (९) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, शांक्ुतल कलॉल्नी, 
विी. एम. विी. कलॉलेजमागे, अमराव्ती ४४४ ६०४  २५३०९६५

मराठी 
माध्यम

मूल्य
५५ रूप्ेय

• शास्नमान्य अभ्यासक्रम व 
पाठ्यपुस्तकावर आ्धारर्त.

• मूल्यमाप्न ्योज्ने्नुसार सव्ग 
पाठांवर आ्धारर्त 
प्ात्यरषिकाचंिा समावेश.

• रवरव्ध कृ्ती, रचित्े, आकृत्या 
इत्यादीं्नी ्युक्त. 

• आश्यावर आ्धारर्त कािी 
उदािरणांचिा समावेश.

• कृ्ती्ुयक्त उदािरणांचिा 
समावेश.

• सरावासाठी अर्धकचिे प्््न व 
उत्तर रलखाणासाठी सव्ंतत् 
जागा

55.00

पाठ्यपुस्तक मंडळ, बालभार्ती मार्फ्त इ्यत्ता १ ली ्ेत १२ वी 
ई-लर्निंग सारित्य (Audio-Visual) उपलब्ध... 
• शेजारील Q.R.Code सककॅ्न करू्न ई-लर्निंग सारित्य 

मागणीसाठी ्नोंदणी करा.
• Google play store वरू्न ebalbharati app डाऊ्नलोड 

करू्न ई लर्निंग सारित्यासाठी मागणी ्नोंदवा.
     www.ebalbharati.in, www.balbharati.inebalbharati
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